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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS HARMONIQUES 
LIEES A UNE FONCTION DONNEE 
DANS UN INTERVALLE 


Par FRANCISZEK LEJA, Kraków 


Soit f(z) une fonction róelle, dófinie et continue dans un 
intervalle Z=<a,b}, A un paramètre réel et n un nombre na- 
turel fixe. Étant donnés n +1 nombres différents quelconques 
Cos Čir -sns appartenant à I, que nous désignerons aussi par 
une seule lettre ¢ 


(1) (Co Oy u... cyt, 


considérons les n+1 polynómes de LAGRANGE correspondant 
aux points (1): 

Up Ran Man pu. Wam” 
Foun ibn Ga See 
et formons la somme 


(2) F, (a, 4,0)=J P| LY (a, 0) 
j= 


se réduisant pour 2=C,,¢,,---,0, à 
| na) 


et ayant une valeur positive pour chaque valeur réelle ou com- 
plexe de la variable x. 

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans l’inter- 
valle I la somme F,,(z,A,¢) reste bornée inferieurement pour 
chaque x, À et n fixe. Posons 


(3) F,(x, A) = borne inf {F,(x, 4, £)) 

(Cel) 
et observons qu’on a toujours F,(x, 4)>0, donc la formule 
(4) fn(@, A)=1/n log F,(z, A), pour n=l,2,..., 
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fait correspondre a chaque 4 réel une suite infinie de fonctions 
réelles, dćfinies dans le plan entier de la variable complexe z. 

Dans le travail: Sur certaines propriétés de la for- 
mule d’interpolation de LAGRANGE, inséré dans ce jour- 
nal 1), jai démontré que: 


I. La suite (4) tend pour chaque x et A fixe vers une limite 
finie 
(5) lim fn (x, A)=f(2, A), 
n->co 


la fonction limite f(x,0), correspondant à A=0, etant identique 
à la fonction de Green du domaine infini extérieur à I ayant 
son pôle au point r=. 


IT. Pour chaque valeur fixe de x appartenant à Vintervalle 
I Vexpression 
(6) 1/A f(x, A) 
reste bornée au voisinage de A=0. 
Les fonctions de la variable complexe x de la famille 
f(x, A), —00<À<00, 


dépendent manifestement dans le cas A+0 de la fonction 
donnée f(x). On sait qu’elles sont toutes harmoniques et ré- 
gulières dans le plan entier de x à l’exception des points de 
l'intervalle I au plus ?). 

Le but de ce travail est de préciser la proposition II et 
d’en tirer une méthode d’approximation des fonctions conti- 
nues. Nous allons notamment démontrer le théorème suivant: 


III. L'expression (6) tend dans l'intervalle I vers la fonction 
donnée f(x) lorsque A tend vers zero 


la convergence etant uniforme dans l'intervalle I. 


1) t. XVI, 1938, p. 112—125. 
2) Bulletin de l’Acad. Polon. des Sc. et des Lettres, Sc. Mathém., 
Kraków. 1936, p. 79—92. 
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Démonstration. Désignons, comme dans le travail pre- 
cédent 3), par ®(%,4,¢) pour j=0,1,...,n le polynôme 


(7) DO (x, A, t) = LU (x, t). MY 

et soit 

(8) ®,(x,A)= borne inf (max |®Y(a, A, &)|} 
(tel) = 


la borne inférieure du plus grand des modules ¥(,A,C), 
j7=0,1,....m, lorsque, x, À et n étant fixes, les points (1) va- 
rient arbitrairement dans l’intervalle I. On sait d’aprés ce 
travail que, quels que soient œ et A, il existe la limite 


(9) lim |$,(2, A)=®(a, À) 
noo 


et qu’on a identiquement 
(10) f(x, A)= log D(z, À). 
D’autre part, on sait que, si x appartient à l’intervalle J, 
on a, quel que soit A=0, l’inegalite 
(11) Pr, À) Le. 


Je dis qu’à chaque e>0 on peut faire correspondre deux 
nombres positifs A; et À tels que, quel que soit x appartenant 
a I, on ait les inégalités suivantes: 


(12) D(x, à) > eA- si 0<A<Ą, 
s Plx, A) > eero si —la<A<0. 


En effet, soit 7 un nombre positif quelconque. Puisque 
la fonction e™ est continue dans J il existe d’après le théorème 
connu de Weierstrass un polynôme P,(x) et un nombre 6>0 
tels qu’on ait dans l'intervalle J 


(13) AE" CP (x) < Oak 
pour chaque valeur de o remplissant la condition 


(14) 1Se<1+4, 


3) Ce journal t. XVI, 1938, p. 114. Je suppose que ce travail est connu 


du lecteur. 
1* 
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Soit k le degré du polynôme P,(x). Posons 
„uk 


et soit A un nombre fixe quelconque satisfaisant aux iné- 
galites 
O<A<A,. 


Il est clair qu’on peut lui faire correspondre deux nombres 
naturels p et q et un nombre o appartenant a l’intervalle (14) 
tels qu'on ait 


(15) A= p: piq. 
Observons qu’on a l'inégalité 
(16) pla<1/k 


car p/q est plus petit que A et A est plus petit que 1/k. 
Soit n un nombre naturel fixe quelconque de la forme 


(17) n=v-q/p, où v=p, 2p, 3p, … 


et x un nombre appartenant à l'intervalle I. Faisons corres- 
pondre a ces deux nombres et au nombre A considćrć plus 
haut n+1 points 

{Yor Yay + Yn ZY 


de l’intervalle J tels qu’on ait 


(18) Dlx, À) = max |6; (a, 4,y)| <20,(x, a) 
(J) 


ce qui est toujours possible d’après la formule (8) car on 
a toujours @,(z,4)>0. Formons maintenant les polynómes 
de LAGRANGE LP (a, y), J=0,1,...,n, correspondant aux points 
YosYıs»--,Y%n et observons que leur degré n est, d’après (16) 
et (17), plus grand que kv. Puisque le polynôme 


[Pw] 


est du degré kv, on a d’après la formule d'interpolation de 
LAGRANGE identiquement 


[P a)" = XP, u) LP), 


FAMILLE DE FONCTIONS HARMONIQUES 5 
d’où résulte, d’apres (13), l’inégalité 
x i 
A=" = DE 4, | r” x, y)l. 
j=0 


Mais on a, d’après (15) et (17), vo=na et, comme 
Ly (x,y) = By (a, A, y)s 
on voit que 


n 
Qe ee Au) 
=0 


et par suite on a d’apres (18) 
haan = 2(n--1)e77*. B, (a, À), 


ce qui entraîne immédiatement l'inégalité 
TANT ERP EE ETS 
F2(n+1) 
Faisons maintenant tendre le nombre n vers linfini en 
posant n=v-q/p et v=p,2p,3p,... En tenant compte de la tor- 
mule (9) on déduit de la dernière inégalité la suivante 


P(x, 4) > er AD —2niel 
et, puisque o=>1, on voit que, si 0<A</,, on a 
P(x, 4) > en) 


La premiere des inégalites (12) est done démontrée car on 
peut poser 2n=e. 

Pour établir la seconde des inégalités (12) considérons un 
nombre positif quelconque 7 et faisons correspondre a la fone- 
tion € /* un polynôme Q„(2) et un nombre 6>0 tels qu’on 
ait dans l'intervalle J 


(19) AN = Qm(z) < e +7 


pour chaque valeur de o remplissant la condition 1=o<1+6. 
Soit m le degré du polynôme Q,{(x). Posons 4+=1/m et soit A 
un nombre fixe quelconque appartenant à l'intervalle —A<À<0. 
On peut lui donner la forme 


À=—0"p/q, 
où o appartient à l'intervalle <1,1+6> et où p et q sont des 
nombres naturels remplissant la condition p/q<1/m. 
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Soit n un nombre naturel de la forme (17) et x un nombre 
appartenant a l’intervalle I. Faisons correspondre 4 ces deux 
nombres et à A=—o-p/q,n+1 points yo, y,..., Yn de l'intervalle I 
tels que les inégalités(18) soient satisfaites. Puisque n=v-q/p>vm, 
le degré du polynóme 

[Qm(v)] 


est plus petit que n, et par suite on a identiquement 
[Qm(x)]"=S [Qm(y0T':Lr'(0,y), 
j=0 


d’où résulte, d’apres (19), l’inégalité 


e orfix) wy = >} e ovf) ren. D(a, y)| 
J=0 
et comme nA= — ov on en déduit d’apres (18) l’inegalite suivante: 


RN = Am +136 A0, D (x, A). 
Il en résulte comme plus haut que, si —4+<A<0, on a 
D(x, 4) > e la+ 2e] > A+ nl 


donc la seconde des inégalités (12) est établie car on peut 
poser 2n=e. 

Des inégalités (11) et (12) résulte la conclusion suivante: 
A chaque nombre «>0 on peut faire correspondre un nombre 
positif A,=min(A1,A2) tel qu’on ait 

f(a) —e S1/Alog D(a, À) = f(x) si 0<A<A,, 

f(æ) = 1/1log D(x,À) S f(x)+e si O<—A<A), 

et par suite notre théorème est démontré car on a identique- 
ment f(z,A)=log D(a, A). 

Considérons les fonctions F(x, A) définies par la formule (3) 
et correspondant a la fonction donnée f(x). D’après les théo- 
remes I et II il existe dans l’intervalle I la limite réitéree 
(20) lim {lim 1/na log F„(2,4)) 

40 nc 


et elle est égale à la fonction f(x). En particulier on a dans 
l'intervalle I 


(21) lim {lim m/n log F,(#,1/m)}= f(z). 
MH nœ 
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Cette formule permet d’approcher une fonction continue quel- 
conque f(x), définie dans un intervalle I, par des valeurs fron- 
tieres des fonctions harmoniques 


lim m/n log F,(x, l/m)=mf(&,1/m), m=1,2,..., 
n=>oo 


regulieres dans le plan entier a l’exception des points de l’inter- 
valle I au plus. 

Remarquons que si A tend vers zéro par des valeurs d'un 
meme signe la limite (20) existe aussi à l’exterieur de l'inter- 
valle I, mais, dans ce domaine, elle est partout infinie. 


CONTRIBUTION A L’ETUDE DES TRANSFORMATIONS 
ESSENTIELLES 


Par KAROL BORSUK, Warszawa 


1. Une transformation continue f d'un espace!) X en un 
autre espace Y est dite, d’après M. H. HOPF2), essentielle, 
lorsque pour toute famille de fonctions /fĄC Y”3) telle que 
fo=f on a Y=f,(X). En généralisant cette notion, nous allons 
introduire la définition suivante: 


Definition 1. Un sous-ensemble B de Y est recouvert par 
l’image de la fonction f d'une manière essentielle, lorsqu’il existe 
un entourage’) U de l’ensemble f (B) tel que pour toute 
famille de fonctions +/4C Y” satisfaisant aux conditions: 


(1) fo=/, 

(2) f(X—U)CY—B pour tout te<0,1>°) 
on ait 

(3) BCH (X). 


1) Tous les espaces a considérer seront supposés metriques. 

2) Voir H. Hopf, Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen 
von Komplezen, Recueil Math. de Moscou 1930, p. 53. Voir aussi P. Ale- 
xandroff et H. Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 492. 


3) Y* désigne la classe de toutes les transformations continues des 
l’espace X en sous-ensembles de l'espace Y. Par une famille {ive Y" 
j'entends dans cette Note une fonction f(x) de deux variables zeX et 


0<t<1 telle que pour toute valeur de t on a f,eF X et pour tout e>0 il existe 
un 7>0 tel que l'inégalité |t—vt’|<7 entraîne l’inegalite o[f,(z),f,(x)]<e 
pour tout ze X. 

4) Par entourage (d'un point ou d’un ensemble) j'entends dans cette 
Note toujours un entourage ouvert. 

5) <a,@> désigne l’ensemble des nombres réels t assujettis à l’inéga- 
lité a=t<p, 
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L’entourage U de B constituant aussi un entourage pour 
tout sous-ensemble de B, on en conclut: 


(4) Chaque sous-ensemble d’un ensemble recouvert par l’image 
de f dune maniere essentielle est lui-même recouvert par 
l’image de f dune maniere essentielle. 


2. Remarquons qu’on peut remplacer dans la définition 
d’un recouvrement essentiel la condition (2) par la condition 
suivante: 


22 f(v)=f(v) pour tout zeX—U et te<0,1». 


Afin de prouver ceci, il suffit de montrer que l’existence 
d’une famille de fonctions {fC Y” satisfaisant aux conditions 
(1) et (2) et d’un point b tel que 


(5) beB—f,(X) 


entraîne lexistence d’une famille (GY satisfaisant aux 
conditions 


(1*) fo =f, 
(2*) fé(x)=f(x) pour tout reX—U et te<0,1), 
(5*) be B—-fi(X). 
D’après (2) et (5) il existe pour tout xe X—U un entourage 


G, tel que beB—f{G;) pour tout te<0,1>. Or, l’ensemble 
G= »'G, est un entourage de X—U tel que 
U 


xeX— 


(6) beB—f,(G) pour tout te<0,1>. 


Ceci établi, considérons dans le produit cartésien AX x<0,1> 
les ensembles (X —U)x<0,1> et (X—G)x<0,1>. Ces ensembles 
étart disjoints et fermés, la fonction reelle A(z,t) définie dans 
l’ensemble T=(X—U)x<0,154+ (X—G)x<0,15+ Xx (0) par les 
formules 
(7) A(x,t)=0 pour tout (a,t)e(£—U)x<0,1), 

(8) Mz,t)=t pour tout (a,t)e(X—G)x<0,1), 
(9) A2,0)=0 pour tout re X 
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est continue. L'ensemble 7 étant ferme, il existe un prolon- 
gement continu de À(x,t) (que nous allons designer aussi par 
A(c,t)) sur l’espace Xx<0,1> tout entier avec les valeurs ap- 
partenant à <0,1> tel que les fonctions 4¢<0,1>* définies par 
la formule A(x)=A(z,t) pour tout xe X constituent une famille 
C<0,1>* 8). Or en posant 


f;(3)=f,,,(%) pour tout weX et te<0,1), 


on obtient une famille eh a En tenant compte de (9), 


on a 
fę(w)=f,,9(%)=/,(0)=f(0) pour tout we X, 


c. ad. la condition (1*) est remplie. En outre, d’après (7) on a pour 
tout zeX—U et te0,1> l'égalité f7(z)=/,,,(7)=/,(v)=/(2), 
c. ad. la condition (2*) est remplie. On a enfin, d'apres (8), (5) 
et (6): Ą(X—G)=f,(X—G)C/,(X)CY—(b) et f7(G)CY— (b), 
d’où Ą4(X)=$;(X—G)+ f;Ą(G)CY— (b), c.ad. la condition (5*) 
est remplie. 


3. On a en outre la proposition suivante: 


(10) Si l’ensemble BCY est recouvert d’une maniere essentielle 
par l’image d'une fonction continue f transformant un es- 
pace X en un sous-ensemble de Y et si X, est un sous- 
ensemble fermé de X contenant f "(B) dans son interieur, 
alors B est recouvert d'une maniere essentielle par l’image 
de la fonction f considerée uniquement dans l’ensemble X,. 


B étant recouvert d'une maniere essentielle par l’image 
de f, il existe, d’apres le N° précédent, un entourage U de f (B) 
dans X tel que chaque famille {fC Y” satisfaisant aux con- 
ditions (1) et (2’) satisfait aussi a la condition (3). En posant 
maintenant U,=(4,—X—X,):U, considérons une famille 
Wace *© gatisfaisant aux conditions: f,=f et f{æ)=f(x) pour 
tout zeX,—U, et te<0,1>. Or, en posant pour tout że<0,1> 


f{x)=f{x) pour tout zeX, 


fir)=f(r) pour tout reX—X, 


8) Voir ma Note Sur les prolongements des transformations continues, 


Fund. Math. 18 (1936), p. 108. 
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on obtient évidemment une famille {f}C Y” satisfaisant aux 
conditions (1) et (2'). Il vient BCf,(X)=f,(X,)+f/(X—X,). Or, 
en tenant compte de WTA ez od on en conclut que 
B-HX—-AX,)=0, c.ad. BCf,(X,). La proposition (10) est ainsi 
demontree. 


4. Exemple 1. Soit X un sous-ensemble cumpact de 
l’espace euclidien n-dimensionnel R,—Y. Dans ces conditions 
l’ensemble B=X—R,—X (c. ad. l'intérieur de A par rapport 
a l’espace R,) est recouvert d’une maniere essentielle par 
l’imgae de la fonction feY* transformant X par l'identité. 

Ceci est une conséquence immédiate du N°2 et du théo- 
reme’) d’après lequel pour toute fonction continue geR, 
transformant la frontière X—B de X par l'identité, l’ensemble 
A est contenu dans 9(X). 


5. Exemple 2. Soient: X — la somme de deux intervalles 
<—6, —1> et «1,6%; Y — l’ensemble de tous les nombres réels; 
B—Vintervalle <—2,2>; f—la fonction définie par les for- 
mules f(x)=x+2 pour tout æe<—6,—1> et f(x)—x—2 pour 
tout ve<1,6>. 

On voit sans peine que tout point beB est recouvert par 
l’image de la fonction f d’une manière essentielle. Il n’en est 
pas ainsi pour l’ensemble B tout entier, car en posant 


{x)= pour tout we<—6,—4> et te<0,1, 
f {x)= reima- —x) pour tout æme<—4,—1> et te<0,1>, 
f,(r)= Pie —g) pour tout we<1,4> et te<0,1>, 
wrt pour tout æe<4,6> et te<0,1> 


on obtient, comme on vérifie sans peine, une famille (fC Tau 
satisfaisant aux oe (1) et (2) pour tout entourage U 
de l’ensemble f (B =<—4,—1>+<1,4>, tandis que la condi- 
tion (3) n’est pas Cea. car fi(z)#0 pour tout ve X, c.ad. 
0 e B—f (X). 


6. Exemple 3. En posant X=Y =R, où R, désigne les- 
pace euclidien n-dimensionnel, envisageons une transformation 
fe Y* dont toutes les trauches (c. à d. les ensembles de la forme 


7) Voir ma Note Sur les rétractes, Fund. Math. 17 (1931), p. 161. 
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f '(y), où yeY) sont de diamètre inférieur à une constante 
positive e. Nous allons démontrer dans ces conditions que 
chaque ensemble compact BC f(Rà) est recouvert d’une maniere 
essentielle par l’image de la fonction f. 


L'ensemble A=f '(B) étant compact 8), il existe dans R, 
une sphere n-dimensionnelle Qn ayant 0 pour centre et dont 
le rayon est si grand que ACQ, et que la distance de chaque 
point de la surface S,_r=Qn:Rn—(), de la sphère Qn à l’ensemble 
B est Se. Afin de prouver que B est recouvert d’une manière 
essentielle par l’image de f, il suffit de montrer que pour toute 
transformation f'eR?" coincidant avec f dans la surface $,_1, 
on a B=f(A)Cf'(Q,). Si l’on suppose le contraire, il existe un 
ae À tel que f(a)+f'(x) pour tout æeQ, Or, en faisant cor- 
respondre a tout zeQ le point g,(w)eS,_, tel que les vecteurs 


— > — > 

f(a)f'(x) et Op (x) soient parallèles, on obtient une fonction 
continue transformant Q, en S,„-ı. Par conséquent, la fonction 
p,» considerée uniquement dans S„_;, transforme S,-; en soi 
d’une manière inessentielle. Mais c’est impossible, car y, coin- 


: i " DA ER 
cide dans 8, , avec la fonction g,eS";' définie par la con- 


° * "WA iy 
dition du parallelisme des vecteurs Og (x) et f(a)f(v) et cette 
derniere fonction transforme S,„_ı en soi d’une maniere essen- 
tielle ?). 


€. Soit V une variété m-dimensionnelle 1%) contenue dans 
une variété n-dimensionnelle W. Soit, en outre, Q, la sphere 
euclidienne k-dimensionnelle dont le centre est 0 et le rayon 1. 


Définition 2. La variete V est situee dans la variete W 
dans une position localement régulière, lorsqu’il existe pour tout 
peV une homéomorphie A transformant le produit QmXQn—m 
en un sous-ensemble Z de W de façon que h(0,0)=p et 
h (V. Z)=QmX (0). 

8) Voir ma Note Uber stetige Abbildungen der euklidischen Räume, 
Fund. Math. 21 (1933), p. 241. 

„lc. p. 238, 

10) On entend par varieté n-dimensionnelle un espace connexe qui est 
dans chacun de ses points localement homéomorphe a l’espace euclidien 
n-dimensionnel Rn. 
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Exemples: 1) D’apres une remarque de M. H. Whitney, il résulte 
d'un théorème de M. T. Wazewski!l) que chaque variété différentielle 
contenue dans l'espace euclidien n-dimensionnel y est située dans une 
position localement réguliére. 

2) En tenant compte du théorème !3), d'apres lequel toute horné- 
omorphie transformant un arc simple contenu dans le plan euclidien R, 
en un autre arc simple situé dans R, se laisse étendre à une homéomorphie 
transformant R, en soi, on conclut que chaque courbe simple fermée con- 
tenue dans une surface (c. à d. dans une variété à deux dimensions) y est 
située dans une position localement réguliere. 


8. Le but principal de ce travail est de démontrer le théo- 
rème suivant: 


Théorème 1. Soit W une varieté n-dimensionnelle et V une 
varieté compacte m-dimensionnelle située dans W dans une po- 
sition localement régulière et soit M un espace arbitrairement 
donné. Dans ces conditions, chaque fonction fe W”, dont l’image 
recouvre V d’une maniere essentielle, transforme l’ensemble j MV) 
en V d'une maniere essentielle. 


9. Le théoreme 1 conduit au corollaire suivant: 


Corollaire. Soit f une fonction continue transformant 
l’espace euclidien n-dimensionnel R, en soi et dont les tranches 
sont de diamètre inférieur à une constante positive e. Dans ces 
conditions aucune variété compacte située dans Rn dans une 
position localement régulière n’est un retracte de f(R,). 


Soit, en effet, VCf(R„) une variété compacte située dans R, 
dans une position localement régulière. En tenant compte 
de l’exemple du N° 6 on conclut que f '(V) est un ensemble 
compact et que V est recouvert d’une manière essentielle par 
l’image de la fonction f. 

Supposons Maintenant qu’il existe une fonction r rétrac- 
tant f(R„) en V. En désignant pour tout p—(21,T2,...,%n)€ Rn 
et tout A réel par A-p le point (A-a,A-@o,...,A°%n), posons 
9 (p)=rifl(1—t)p]} pour tout pef (V) et te<0,1>. Les fonc- 


1) H. Whitney, The Imbedding of Manifolds in Families of Analytic 
Manifolds, Annals of Math. 37 (1936), p. 863-878. T. Wazewski, Sur 
les matrices dont les éléments sont des fonctions continues, Compositio Math. 2 
(1935), p. 63-68. 

2) Voir L. Antoine, These. Strasbourg 1921. 


14 K. BORSUK 


tions y, ainsi définies constituent une famille (g,)) CV” N telle 
qu'on a: go(p)=rf(p)=f(p) et Yılp)=rf(0)=const. pour tout 
pe Lay ce qui est impossible puisque, d’apres le théoreme 1, 
la fonction f transforme f~'(V) en V d’une manière essentielle. 


10. Le théoreme 1 est une conséquence facile du théoréme 
suivant: 

Théorème 2. Soit V une variété compacte m-dimensionnelle 
située dans une varieté n-dimensionnelle W dans une position 
localement régulière et soit f une transformation continue d'un 
espace M en W. Dans ces conditions il existe pour toute famille 
de OE TAA mo satisfaisant a l’egalite 9,(p)=f(p) pour 
tout pef (V), une famille (JCW telle que fy coincide avec f 
et que pour tout te<0,1> la fonction f, est un prolongement de 
p. et fe (V)=f °). 


En effet, pour déduire le théorème 1 du théorème 2, re- 
marquons que si f transforme f (V) en V d’une maniere 
inessentielle, alors il existe une famille {pC po W) tele que 
po(p)=/(p) pour tout pef (V) et olf "W V)]=:V. Or, d’apres le 
théorème 2, il existe une famille (fĄCW” telle que f, coincide 
avec f et que pour tout te<0,1> la fonction f, est un pro- 
longement de 9, satisfaisant à la condition fr (V)=f (V). 
Soit maintenant U un entourage arbitrairement donné de 
pow) dans l’espace M. Les ensembles /(M—U) et V étant 
disjoints, les conditions (1) et (2) de la définition 1 sont 
remplies. I] n’en pas ainsi pour la condition (3), car Vensemble 
f( M) est la somme de deux ensembles f[M —f"(V)] et 
ff MP)I=olf v)] dont le premier est disjoint avec V et le 
deuxième est CV et +V. Ceci prouve que l’ensemble V n’est 
pas recouvert par f d’une maniere essentielle. 


Il. Par une LATY d'un M M dans soi on entend 
une famille CH, telle que f,(p)=p pour tout pe M. 

Soit A un sous-ensemble de F A {p} une déformation 
continue de A dans soi. Une déformation {f} de = dans soi 
sera dite parallèle à la deformation {y,), lorsque fr (A)=A et 
f(p)=P,p) pour tout te<0,1> et pe A. En rapprochant cette 
notion du théoreme 2, on parvient au corollaire suivant: 
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Corollaire. Etant donnée une variete compacte V située 
dans une autre variété W dans une position localement régulière, 
il existe pour toute déformation de V dans soi une deformation 
paralléle de W dans soi. 


12. Les deux exemples qui suivent montrent que le dernier 
corollaire (et par suite aussi le théoreme 2) cesse d’étre vrai 
lorsqu'on supprime l’hypothèse que la position de la variété V 
dans la variété W soit localement réguliere. 


Exemple 4. Les points de la forme (x,y,2,0) constituent 
dans l’espace euclidien 4-dimensionnel R, un ensemble qui 
peut etre identifié avec l’espace euclidien 3-dimensionnel R}. 
Soit 2 une courbe simple fermée CR, polygonale et formant 
dans À, un noeud. Or il existe dans R,—2 des parcours fermés 
dont le coefficient d’enlacement avec 2 s’annule et qui, malgré 
cela, sont non homotopes à zéro dans R,—Q. En posant main- 
tenant a=(0,0,0,1) et a*=(0,0,0,—1), désignons par A la 
somme de tous les segments rectilignes ap et a*p, le point p 
parcourant la courbe 2. On voit aisément que A est un po- 
lyedre homéomorphe a la surface sphérique de dimension 2. 

Ceci établi, envisageons une déformation {y} de A dans 
soi par laquelle le point a est transformé en un point 
p,(a) e4—(a)—(a*). Nous allons prouver qu’il n’existe aucune 
déformation de R, dans soi parallele à {p}. Dans ce but remar- 
quons que pour tout entourage U de a (dans R,) il existe dans 
U—A des parcours fermés qui ne sont pas homotopes a zéro 
dans &4—A, quoique leur coefficient d’enlacement avec A s'an- 
nule. C’est une conséquence facile de trois propositions sui- 
vantes, dont la démonstration ne présente aucune difficulté: 
1° Chaque parcours fermé situé dans R,—2 est homotope dans 
&,—A à un parcours fermé situé dans U; 2° Le coefficient d’en. 
lacemant (dans R,) d’un parcours fermé situé dans R,—2 avec 2 
coincide avec le coefficient d’enlacement de ce parcours avec la 
surface A (dans Ry); 3° Pour les parcours fermés situés dans 
R,—2 Vhomotopie à zero dans R,—Q et l’homotopie à zéro 
dans &,—A sont équivalentes. Remarquons enfin qu’il existe 
un entourage U’ du point p,(a) (dans R,) tel que chaque par- 
cours fermé situé dans U'—A, dont le coeffiient d’enclacement 
avec A s’annule, est homotope & zero dans R,—A. 
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Supposons, à présent, qu’il existe une déformation {f} 
de l’espace R, dans soi parallèle à la déformation {y}. En 
fixent l’entourage U’, on peut choisir l’entourage U de ma- 
nière qu’on ait f,(U)CU'. Or, la déformation {f} transforme 
tout parcours fermé A situć dans U —A en un parcours fermé A’ 
situé dans U'—A et homotope à A dans R,—A. En choisissent 
le parcours A de maniere que son coefficient d’enlacement 
avec A s’annule et qu’il ne soit pas homotope a zéro dans 
R,—A, on parvient ainsi à un parcours fermé A’ situé dans 
U'—A dont le coefficient d'enlacement avec A s’annule et 
qui n’est pas homotope à zero dans R,—A. Or ceci contredit 
la definition d’entourage U”. 

II résulte en particulier de cet exemple qu’il existe dans hy 
des variétés polyedriques dont la position n’est pas localement 
régulière. 

13. Exemple 5. En utilisant exemple bien connu dù à M. L. An- 
toine!!) d’une courbe simple fermée dans À, dont l’homéomorphie avec 
une circonference ne se laisse prolonger sur aucun entourage, on voit aise- 
ment que cette courbe constitue un exemple d’une variété dans À, pour 
laquelle la thèse du corollaire du N° 11 n’est plus valable. D’une façon 
pareille, en utilisant un exemple du à M. J. W. Alexander’), on voit 
qu’il existe dans À, des surfaces (c. àd. des variétés de dimension 2) dont 
la position dans À, n’est pas localement reguliere. 


Probleme. Soit A une varićte homeomorphe à une surface spherique 
(n—1)-dimensionnelle située dans Rn dans une position localement réguliere. 
Eziste-t-il une homeomorphie transformant Rn en soi de maniere que A soit 
transformé en une surface sphérique? 


14. L’exemple du N° 12 montre que la these du théoreme 2 
cesse d’être vraie lorsqu’on supprime l’hypothese que la va- 
riété V est située dans la variété W dans une position localement 
régulière. La question s’impose si cette derniere hypothèse 
est indispensable aussi dans le théorème 1. Nous ne savons 
la resondre que dans un cas special, par la démonstation du 
théorème suivant: 


Théorème 3. Si Q est une courbe simple fermée située dans 
une variété polyedrique t) (compacte ou non) W et si f est une 
fonction continue transformant un espace M en W de façon 

8) J. W. Alexander, An example of a simply connected surface bounding 


a region which is not simply connected, Proc. Nat. Acad. 10 (1924), p. 8-10. 
14) c. à d. dans une variete admettant une décomposition simpliciale. 
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que pour tout ensemble compact CCW l’ensemble f (C) soit 
compact et que la courbe Q soit recouverte par l’image de f dune 
manière essentielle, alors f transforme l’ensemble f (2) en Q 
dune manière essentielle. 


15. On deduit du theor&me 3 le corollaire suivant: 


Corollaire. Si 2, W, M et f satisfont aux hopotheses du 
theoreme 3 et si, en outre, tout ensemble compact CCM se laisse 
contracter 15) dans M, alors 2 west pas un retracte de f( M). 

Supposons, au contraire, qu’il existe une fonction r(p) rétrac- 
tant l’ensemble /(M) en 2. Soit {og} une famille de fonctions 


contractant l’ensemble f (2) dans M. En posant y(p)=rp,(p) 
pour tout pef (2) et teć0,l>, on obtient une famille de 
fonctions (pycQ © telle que %,(p)=/(p) et y,(p)=const. 
pour tout pef (Q). La transformation f de f (2) en Q mest 
donc pas essentielle ce qui contredit la these du théoreme 3. 


16. Soit f une transformation continue de l’espace euclidien 
n-dimensionnel R, en soi, pour laquelle le diametre de toute 
tranche est inferieur à une certaine constante positive e. Dans 
ces conditions, l’ensemble f(R,) est un domaine ouvert dans 
R, 8) et, comme nous l’avons prouvé dans le N° 6, tout sous- 
ensemble compact de f(R,) est recouvert par l’image de la 
fonction f d'une maniere essentielle. En tenant compte du 
corollaire précédent, on en conclut qu’aucune courbe simple 
fermée n’est un rétracte de f(Rn). Cette dernière propriété 
étant équivalente avec l’unicohérence du domaine /(R,) !), on 
parvient au corollaire suivant: 


Corollaire. Si f est une transformation de Rn en soi avec 
le diamètre des tranches uniformément borné, alors l’ensemble 
f(Rn) est unicoherent. 


17. Comme nous l’avons établi dans le N° 10, le théorème 1 
est une Conséquence du théorème 2. Il ne reste donc qu’à prouver 
les théorèmes 2 et 3. Nous commençons par la démonstration du 


15) L'ensemble C se laisse contracter dans un espace M, lorsqu'il existe 
une famille PACH" contractant l'ensemble O dans M, c.à d. telle que 
9o(7)=z et p,(x)= const. pour tout ze C. 

16) Voir ma Note „Quelques théorèmes sur les ensembles unicoherenis“ 
Fund. Math. 17 (1931), p. 184. 
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Lemme 1. Prémisses: 1° f est une transformation continue 
d'un espace arbitraire M en produit Q=QmXQn—m, Où Q; dé- 
signe la sphere euclidienne i-dimensionnelle dont le centre est 0 
et le rayon 1. 


20 N est un sous-ensemble fermé de M tel que f (QnX(0))CN. 
3° {g} est une famille de fonctions C(QmXQn—m r” satisfaisant aux 


conditions po(p)=/(p) pour tout peN et pr (QmX(0))=f (Qmx(0)) 
pour tout te<0,1). 


These. Il existe une famille de fonctions {f}C(QmXQn—m)- 
telle que: 1° f,=J; 29 f{p)=p{p) pour tout peN et te<0,1>; 
30 fe (QmX(0))=f (QmX(0)) pour tout te<0,1). 

Demonstration. Les fonctions f et 9, sont de la forme 
(11) f(p)=(a(p),y(p)) où  cweQm et  YEQnnm; 

(12) PAP)=(EAP) NAP) où {ERCO et {ACQ} m 

On a en outre 
(13) y '(0)=4,'(0) pour tout te<0,1>, 

(14) &(p)=2(p) et nolp)=y(p) pour tout peN. 

D'apres un théorème general), il existe une famille de 
fonctions {x}CQ% telle que 
(15) ©(p)=ćlp) pour tout peN, 

(16) L(p)=x(p) pour tout peM. 

En désignant maintenant par S„_m-—ı la surface de la sphère 

Qn—m, posons 
r(a)=o(a,0) pour tout aeQn—m, 
6(a)= projection du point a du centre 0 sur Sn_m-1; 


pour tout aeQn—m—(0). 


Nous pouvons considćrer r(a) et 6(a) comme des „coor- 
données polaires“ du point aeQ;-m—(0), en écrivant 


(17) a—={[r(a),0(a)] pour tout aeQn—m—(O). 


Les fonctions rn, constituent une famille C<0, 1>". La fonction 
ry constituant un prolongement continu de la fonction rn, 
sur l’espace M tout entier et <0,1> étant un rétracte absolu, 
on conclut $) de (14) qu’il existe une famille de fonctions 
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{a\C<0,15™ telle que a, soit un prolongement de la fonction rn, 
et que a,(p)=ry(p) pour tout peM. En désignant maintenant 
par T Vensemble NX<0,1>+MX(0), fermé dans l’espace 
M x<0,1>, posons 


r(p)=a;(P) + Min{o[(p, t), Ti; 1—a,(p)} 


pour tout (p,t)eMx<0,1>. On parvient ainsi à une famille 
{r}C<0,1>” satisfaisant aux conditions: 


(17) r{p)=rn{p) pour tout (p,t)eNx<0,1), 
(18) ro(p)=ry(p) pour tout pe M, 
(19) Pour que r(p)=0 il faut et il suffit que pef (OmX (0)). 


Ceci étant, posons pour tout ? naturel 
(20) Mi=F (peM;r(p)>1/t pour tout te<0,1)]. 
p 


En tenant compte de la relation (19) et de la continuitć 
de la fonction r,(p), on a 


co 


(21) M—F (QnX (0) = 2 M; 


n= 


(22) MiC Mir —M—Mi. 


Les fonctions +, constituant une famille ao, et la 
fonction 6 étant uniformément continue dans l’ensemble 
FlaeQn-m;r(a)>1], on conclut de (17) et (20) que les fonc- 
a 
tions 67, considerées uniquement dans l’ensemble N-M, con- 


NM 
stituent une famille de fonctions CS,_m—1. Or, en posant M,=0, 


admettons que nous avons déja defini une famille de fonctions 
(0C zul telle que 


(23,) O(p)=On(p) pour tout peN-M, et te<0,1, 
(24,) 6,(p)=Gy(p) pour tout peM.. 


La fonction 6y(p) constituant un prolongement de la fonc- 
tion ne sur l’ensemble M—f '(QmX(0)) et la surface sphé- 
rique Sn-m-ı étant un rétracte absolu de voisinage), on 
conclut d'un théorème general ê) et de (14) que les fonctions ®, 

17) Un ensemble A est dit rétracte absolu de voisinage lorsqu’il existe 


pour tout espace A une fonction continue r(x) transformant un entourage U 
de A en A de maniere que r(z)=z pour tout ze A. 
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se laissent prolonger sur l’ensemble M,,, de manière que les 
fonctions prolongées (que nous désignons aussi par 6,) con- 
stituent une famille CS ı satisfaisant aux conditions (23,,:) 
et (24,,,). En itórant ce procédé on parvient, selon (21) et (22), 
aux fonctions GSO AE DAY qui, considerćes seulement dans 
l’ensemble M, (où le nombre naturél i est arbitrairement 
donné) constituent une famille, c. Ad. 6,(p) considerée comme 
une fonction de (p,t)e[M—f (QmX (0))]x<0,1> et continue 
et qu’elle est uniformément continue par rapport a t dans 
chacun des ensembles M;x<0,1>. 

Cela posé, nous allons montrer que pour obtenir une fa- 
mille {f} satisfaisant à la these du lemme il suffit de poser 


(25) fdp)=(ap), [rd p),9p)]) pour tout peM—f (Qmx(0)) 
et te<0,1>, 


(26) f4p)=(z(p),0) pour tout pef (QmX(0)) et te<0,1). 


En tenant compte des relations (25), (26), (17), (19) et de 
la continuité des fonctions 2,(p),7(p) et 64/p), on conclut 
que fp) dépend d'une maniere continue de la variable (p,t) 
parcourant MX<0,1>. Afin de prouver que la continuité par 
rapport à t est uniforme, envisageons un e>0 arbitrairement 
donné. Soit 4, un nombre naturel tel que 


(27) 1/i,< e/3. 


Les fonctions x, et r, constituant des familles et la fonc- 
tion 0,(p) étant uniformément continue par rapport à t dans 
l’ensemble M,, il existe un 7>0 tel que l’inégalité t—t|<q 
entraine les inégalités 


(28) o(z.(p) —-zr(p))<e/3 pour tout pe. 
(29) |r.(p)—re(p))<ef3 pour tout peM 
(30) 0(6:(p)—O6¢(p))<e/3 pour tout peM;, 


Or dans le cas où peM—M, on a, selon (20) et (27), 
r(p)<e/3 c.ad. les points [7r(p),6(p)] et [rr(p),dr(p)] sont 
éloignés du point 0 de moins que 1/36. On en conclut, d’après 
(25), (26) et (28) que 


olf (D), f,(p)) < 
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pour tout peM—M,. Or cette inégalité est aussi valable 
dans le cas où peM,, comme on déduit des relations (25), 
(28), (29) et (30). 

Nous avons ainsi prouvé que les fonctions f, constituent 
une famille {fC (QnXQn-m)”. Afin de montrer que cette famille 
satisfait à la condition 1° de la thèse du lemme, remarquons 
que, d’après (18), (25), (26), (17) et (16), on a f,(p)=/(p) pour 
tout pe M. La condition 2° de la these du lemme est une con- 
sequence immédiate des formules (17), (23;), (21), (15), (13) 
et (12). On prouve enfin la condition 3° de la thèse du lemme 
en rapprochant les formules (25) et (26) de la relation (19). 

La démonstration du lemme 1 est ainsi terminée. 


18. Démonstration du théorème 2. La position de la 
variété compacte m-dimensionelle V dans la variété W étant, 
par hypothèse, localement réguliere, il existe pour tout peV 
un élément n-dimensionnel Q(p) de la forme QmXQn—m tel que 
Q(p)-V=Qmx(0) et p=(0,0). Il est, en outre, à remarquer 
qu'il existe entre les éléments Q(p) satisfaisant a ces condi- 
tions des éléments dont le diametre est aussi petit qu’on le 
veut. Il en résulte qu’en fixant un recouvrement Q qui fait 
correspondre à tout peV un élément Qp) satisfaisant aux 
conditions en question, on peut trouver un autre recouvre- 
ment Q” qui fait correspondre à tout peV un élément Q™(p) 
satisfaisant aux conditions analogues, de manière que pour 
tout peV la somme de tous les éléments du recouvrement 
Q”' non disjoints avec Q®(p) soit contenue dans un seul élé- 
ment du recouvrement Q®”. Un recouvrement Q"” satisfaisant 
à ces conditions sera appelé raffinement du recouvrement Q”. 

Soit Q"” un recouvrement arbitrairement donné (mais fixe) 
de V. Il existe alors des recouvrements Q”*,Q”,..,Q”*" de 
sorte que Q"*” est un raffinement du recouvrement Q” pour 
tout 1=0,1,...,n. La variété V étant compacte, il existe un 
nombre positif e tel que chaque sous-ensemble de V de dia- 
mètre <e est contenu dans un des éléments Q”*"(p) du re- 
couvrement Q"*”, 

Soit maintenant f une transformation continue d’un es- 
pace M en W et {y} une famille de fonctions CV’ m) telle 


que g,(p)=/(p) pour tout pef (V). Il existe alors un nombre 
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naturel k tel que l’inegalite |t—t'|<1/k entraîne l’inegalite, 
|lp,(p)—9,(p)|<e' pour tout pef (V). Il en résulte que pour 
tout !=0,1,...(k—1) les fonctions PP=P, 1? ou 0<t<l, 
k k 
constituent une famille {g}CV! ("telle que |p(p)—@(p)|<e/3 
pour tout pef '(V) et t,t’e<0,1>. Or, pour obtenir une famille 
fC W” satisfaisant à la thèse du théorème 2, il suffit de prou- 
ver qu’on peut trouver tour à tour des familles {f}CW™ 
telles que ff? soit un prolongement de gf? et que Vf; fi Y= fP 
et f0—1(V)=f0-1(V) pour tout /=0,1,... (k—1). Cette remarque 
nous permet de nous borner dans la démonstration du thé- 
oreme 2 au cas où la famille donnée {p\ CV! IM satisfait elle- 
meme a la condition 


(31) olp{p),¢,(p)]<e/3 pour tout pef (V) et t,t'eć0,1lv. 


D’après un théorème général de la théorie de la dimension **), 
il existe une décomposition de W en sous-ensembles fermés 
W, Wz,- Ws satisfaisant aux conditions: 


(32) Wi Wi. Wi =() 


tn+2 
pour tout système de n+2 indices différents ty, i, ++; łn+-25 
(33) Si W;V+0, alors le diamètre de W, est <ef. 
En outre, nous pouvons choisir les indices des ensembles 
Wi, Wa,..., W, de manière qu’il existe un o<s tel que 
(34) W;V+0 pour i<o et W,V=0 pour i>o. 


Posons maintenant 


(35) M=f"W)+ SP W+ DW Wi, Wi) 
i=0+]1 (aps tot) 


où la dernière sommation s'étend sur tous les systèmes 
(i1,i2...4,_1) de v indices différents. Les ensembles M, ainsi 
définis sont fermés et tels que 


(36) Mi=M, M,CM; Mar=f (V)+ D fW). 


I=0+1 


18) Voirp.ex. K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 p. 158. 
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On a en outre 


(37) M,_1—M,= 2 Wi Wi Wy M), 
(store, 1) 

ou la sommation s’etend sur tous les systèmes (4,łą,...,4,_1) de 

»—1 indices différents et <o. On voit sans peine que les ter- 

mes de cette somme sont disjoints deux-a-deux et que chacun 


d’eux est ouvert dans M,„-ı et sa frontière (par rapport à M,-ı) 
est contenue dans M, et dans chacun des ensembles f (M i) 


où j=1,2,.,r—1. 
Ceci établi, posons 
(38) f(p)=ip) pour tout pef (W) et te<0,1>, 


(39) f{p)=fp) pour tout pe Sf (Wi) et teX0,1). 


i=o+1 


Les formules (38) et (39) définissent, selon (36), une famille 
de fonctions CW#n+2 satisfaisant dans M„+2 aux conditions: 


(40) folP)=/(P), 
(41) fr (V)=f (V). 


Remarquons, en outre que la famille {f} ainsi définie dans 
Mn+ satisfait pour »=n+2 à la condition suivante: 


| Pour tout indice i<o l’ensemble DH (Wi) Me) est 
o1 
contenu dans un des éléments du recouvrement Q*7V. 


En effet, d’après (36) on a 
FOW): Mat (Wr Vi (We 2 Wi). 
J=0+1 


En tenant compte des relations (38), (31), (33) et (39), on 
a pour tout couple p, p’ de points de f (W): Manse et tout 
couple de nombres t,t'e<0,1> 


ol P), fP] < olf,(p), Hp)l+ elfo), f(p')1+ ellop’), „(p )] se. 
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Il en rćsulte, d'apres la definition de la constante e, que 
la condition (42,,2) est remplie. 

Admettons, a présent, qu’on a déja défini pour un certain 
naturel »<n+2 une famille de fonctions {fC W" satisfaisant 
aux conditions (38), (39), (40), (41) et (42,). Nous allons mon- 
trer qu’on peut trouver pour les fonctions de cette famille 
des prolongements continus (que nous allons désigner aussi 
par /,) constituant une famille CW" et satisfaisant aux con- 
ditions (38), (39), (40), (41) et (42, 1). 

Soit I[=(%,72,...,4,-1) un systeme d’indices différents <a 
arbitrairement donne. En tenant compte de la formule (37) 
il suffit de prolonger f, d’une manière convenable sur cha- 
cun des ensembles de la forme T,= f (Wi Wi- Wi Ms. 
A ce but faisons correspondre au systeme J un de ses élé- 
ments (I). L'ensemble 7; étant ouvert dans l’ensemble fermé 
M,_ı, sa frontière F, est égale à T,—T et elle est contenue 
dans M». Or les fonctions f, sont définies dans F; et ses va- 
leurs appartiennent à l’ensemble des valeurs que jf, prend 
dans chacun des ensembles (W): M,, ou j=1,2,...,0—1. 
On a en particulier 


(43) IEDC ES If (Win M,] pour tout  te<0,1». 
On tcl 


Or, d’aprés (42,), il existe un élément Q, du recouvrement 
Q” satisfaisant à l’inclusion 


(44) > [UT (Way) MICO. 


En tenant compte de (40) et (41) et en appliquant le lemme 1 
du N° 17 on en conclut qu’il existe pour les fonctions f„ en- 


visagées uniquement dans Fz, une famille de prolongements 


(que nous désignons aussi par /,)C Qi telle que f,(p)=f(p) 
pour tout peT, et ,'W.:97=*"V.Q, pour tout te<0, lv. 

En appliquant ce procédé à chacun des ensembles 7,, on 
parvient, d’après (37), à une famille de fonctions {/}C W “1 
satisfaisant aux conditions (38), (39), (40) et (41). Il ne reste 
donc qu’à prouver que les fonctions f, satisfont aussi à la 
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relation (42,_;). Dans ce but remarquons que l’ensemble 

f (Wẹ) -Msı est, pour tout i<o, une somme de f '(W,)-M, 

et de f (W,)- Trn où la sommation s'étend sur tous les 
I 


systèmes [=(t79...4,1) des v—1 indices différents <c tels que 
f (Wy Wi -Wi )+0. Or, d’après (42,), il existe un élément 


Q, du recouvrement Q"” tel que 
(45) zi (W) MAIC Vis: 


On a, en outre, d’après la definition de f, dans T, l’inclu- 
sion suivante 


(46) à I(T )CQ,. 
otc 


L’ensemble W,- Wy Wa étant non vide, on conclut de la 
relation (33) que le diametre de la somme W;+- Wi +--+ W; 


—1 
est <e. Or il existe un élément 0. du recouvrement Q” p 


contenant l’ensemble W; a EEE L tout entier. Remar- 
quons, en outre, que les relations (44) et (45) entraînent V- W C Qi 
et V-W,,CQ,. Il s’ensuit que Oy On -F0-Q;4Q,. Or il existe 
un élément du recouvrement Q" ” contenant tous les éléments 
Qin et Q, c.ad. la relation (42, ;) est démontrée. 

Nous avons ainsi prouvé que le procédé de prolongement 
des fonctions f, définies dans l’ensemble M,,: par les for- 
mules (38) et (39) peut être appliqué tour-à-tour dans les en- 
sembles Mn+1 Mn,..., Ma de maniere que les conditions (40) 
et (41) soient remplies. L’ensemble M; coicidant, d’après (36), 
avec M, nous parvenons de cette manière à la famille 4f,}C Ww” 
satisfaisant aux conditions (38), (40) et (41), c.ad. à la thèse 
du théoreme 2. 


19. Lemme 2, Premisses: 1° f est une fonction trans- 
formant un espace M en une varieté n-dimensionnelle W de 
maniere que pour tout ensemble compact CCW l’ensemble rc) 
soit compact. 

20 A est un sous-ensemble compact de W recouvert par l’image 
de f d'une maniere essentielle. 
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These: Il existe un entourage U de A (dans W) recouvert 
par Vimage de f dune maniere essentielle. 


Démonstration. Soit G un entourage de l’ensemble f '(4) 
(dans l’espace M) tel que pour toute famille de fonctions +/4C w” 
telle que f,=/ et f,(p)=f(p) pour tout peM—G et te<0,1> 
on ait ACf,(M). Remarquons qu’il existe un nombre e>0 
tel qu’on a 


(47)  o(a,f(p)) Èe pour tout acA et peM—G. 


En effet, en tenant compte de ce que A est compact, on 
conclut que dans le cas contraire il existerait une suite 
{PC M —S et un point age A tel que /(p,)->a,. Soit Q un élé- 
ment n-dimensionnel constituant un entourage (dans W) de ap. 
L’ensemble f MQ) ćtant (selon 1%) compact, il contient presque 
tous les points p,. Or il existe une suite partielle Pył con- 
vergente vers un point pọ L’ensemble M—G étant fermé, 
on a pe M—G. D’autre part on a HP) = lim f(py,) = Me À, 


c.ad. poef (A), ce qui contredit l'inclusion f '(4)CG. 
L’existence d’un nombre e >0 satisfaisant à l’inegalite (47) 
ainsi établie, nous pouvons faire correspondre à tout ae A un 
element n-dimensionnel Q(a)CW—/(.M—G) constituant un en- 
tourage de a dans (l’espace W). En désignant par R(a) l’inté- 
rieur de Q(a), posons U= 2 Ria). L’ensemble U ainsi defini, 


constitue un entourage de A (dans W) tel que f (U)-(M—G)=0, 
c.ad. f (U)CG. Or l’ensemble G est un entourage de f (U) 
dans W. Il ne reste qu’a prouver que pour toute famille {}CW* 
satisfaisant aux conditions: f,=f, f(M—G)CW—U pour tout 
te<0,1>, on a UCf,(M). Dans le cas contraire, il existerait 
notamment un point beU—f,(M). Soit bek(a), où ae A. On 
voit aisément que l’ensemble Q(a)—(b) se laisse transformer 
en la surface S(a)=Q(a)—R(a) de Q(a) par une déformation 
continue dans soi, pendant laquelle tous les points de la 
surface S(a) restent fixes. I] en résulte, qu’il existe une défor- 
mation continue y(x,t) de W—(b) satisfaisant aux conditions: 
p(x, 0)= 2, p(2,t)eW pour tout reW et te<0,1>, p( W,1)=W—R(a), 
p(cz,t)=x pour tout reW—R(a) et te<0,1>. Or, en posant 
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JAp)=1,(p) pour tout peM et te<0,4> et f(p)=9lf,(p), 2t—1] 
pour tout peM et te<4,1>, on obtient évidemment une famille 
{fa C W” satisfaisant aux conditions: h=h ((M-G)CW—A 
pour tout te<0,1> et /,.(M)=g[/,(M),1]CW—kR(a), ce qui est 
impossible, car ae A-R(a) et l’ensemble était supposé recouvert 
d'une maniere essentielle par l’image de la fonction f. 

La démonstration du lemme 2 est ainsi terminee. 


20. Lemme 3. Toute courbe simple fermée A contenue dans 
une variete polyedrique (finie ou non) W se laisse transformer, 
pour tout e>0, par une homeomorphie y., satisfaisant a Vinegalite 
olp (2), £] <e pour tout we A, en une courbe simple fermée A’ 
situee dans W dans une position localement réyuliére. 


Démonstration. En tenant compte du fait que dans une 
varieté de dimension <2 chaque courbe simple fermée est 
située dans une position localement régulière (voir N° 7, 
exemple 2) nous n’avons qu’à considérer le cas où la dimension 
n de W est >3. 


Envisageons une décomposition simpliciale T de la variété 
W si fine que chacun de ses simplexes soit de diametre <e/6. 
Or il existe un nombre positif n<e tel que chaque sous-en- 
semble de W non disjoint avec A et dont le diametre est <7 
est contenu dans l'étoile d'un sommet a de A (c.ad. dans 
la somme de tous les simplexes de 7 ayant a comme un de 
leurs sommets). 

Soit ao, 41,4, —=00 un systeme de k>3 points de A cou- 
pant A en k arcs simples Jy, D,...,L, tels que les points a,_ı 
et a; constituent les extrémités de l’are L; et que pour i+) 
le diametre de L; soit <n/3. En faisant correspondre à tout 
i=1,2,...,k un point a; situé dans l’intérieur d'un simplexe 
n-dimensionnel de T et tel que o(a;,a;)<n/3, on a o(ai 1,4) <n 
pour tout 4=1,2,...,k. Il en résulte que a;-ı et a; appartien- 
nent aux intérieurs des simplexes n-dimensionnels A et 4’ 
de T ayant un (au moins) sommet a commun. 7 étant une 
décomposition simpliciale d’une variété, il existe dans l'étoile 
de a un systeme 4,,4,,...,/4;-1 (J=—1) de simplexes n-dimen- 
sionnels différents deux-a-deux tel que 4,=4; 4dr}1=4" et que 
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la partie commune de 4,1 et Ay (v=1,2,...,/+-1) soit égale 
a un simplexe (n—1)-dimensionnel A, de T. En choisissant 
maintenant dans l’interieur de chacun des simplexes 4, un 
point a,, et dans l’intérieur de chacun des simplexes A, un 
point b;,, posons 


SO ARE MAFIA NE 
Li=aibi1 + X (div, + ai v Divs) + bi, 141011: 
v= 


Les simplexes A, étant disjoints deux-a-deux, la ligne poly- 
gonale Z, est un are simple joignant les points a;_ı et a; dans 
l’etoile du point a. Or, le diamètre de L; est <e/3. En outre, 
en tenant compte de lhypothese que la dimension de W est 
>3, on peut choisir les points a, a, et b,, de façon que les 
lignes polygonales L; soient dans une „position générale“, 
c.àd. que la partie commune de Z, et L; ne contienne pour 
i+j que les extrémités communes de ces arcs simples. Il en 


k 
résulte que l’ensemble 4'= À L; est une courbe simple fermée. 


t=1 
Nous allons prouver que cette courbe satisfait a la these du 
lemme. 

Dans ce but définissons p, dans chacun des ares L; comme 
une homéomorphie transformant L; en L; de manière que 
p,(a,)=a, pour tout i=1,2,...,k. On obtient ainsi une homéo- 
morphie transformant A en A’. Pour tout zel, la distance 
entre z et g,(w) ne surpasse pas la somme des diamètres de Li 
et L; et de la distance de a; et a, donc elle est <e. 

Il ne reste done qu’a prouver que la position de A’ dans 
W est topologiquement réguliere. Dans ce but remarquons 
d’abord que la courbe A’ est construite de telle façon qu’elle 
est disjointe avec chaque simplexe (n —2)-dimensionnel de la 
décomposition T et que pour tout simplexe n-dimensionnel 
A de T la ligne polygonale A-A’ se décompose en segments 
rectilignes de maniere que chaque point de A’ situé sur la 
frontiere de 4 n’appartient qu’a un seul segment de cette 
décomposition. Soit a un point arbitraire de A’. Dans le cas 
ou a est un point intérieur d'un simplexe n-dimensionnel 4 


de T il existe dans 4-A’ deux segments rectilignes aa, et aad 
ayant (a) comme partie commune, et un hyperplan (n—1)-di- 
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mensionnel H contenant a et coupant A entre a, et ao. En chois- 
sant maintenant un simplexe (n—1)-dimensionnel 4(a;a2...an) 
dans H.A contenant a dans son intérieur et ayant un diamètre 
suffisamment petit, on constate sans peine que l’ensemble 
Z=A(aoa1...An)+A(agay...an) satisfait aux conditions de la dé- 
finition 2 du Nr 7. Dans le cas où a n’est situé dans l’intérieur 
d’aucun simplexe n-dimensionnel de T, il existe deux sim- 
plexes n-dimensionnels 4 et 4’ de T contigus a une face com- 
mune (n—1)-dimensionnelle A contenant a dans son intérieur 
et tels qu’il existe deux points aqe4 et aoed’ tels que les seg- 
ments a,a et aoa soient contenus dans A’. En choisissant dans A 
un simplexe (n —1)-dimensionnel A(a,d¢9...a,) suffisamment petit 
et contenant a dans son intérieur, on voit aisément que l’en- 
semble Z=4A(avaı...an)+Alasaı...a,) satisfait aux conditions 
de la definition 2 du N° 7. 


21. Lemme 4. Prémisses: 1° A est un retracte absolu de 
voisinage ') situé dans un espace arbitraire E, 

20 f est une transformation continue d'un espace compact 
M en un sous-ensemble de E, 

30 Pour tout nombre naturel n il existe un ensemble A„CE 
tel que f transforme l’ensemble f (An) en An d'une manière es- 
sentielle et qu'il existe une homeomorphie on transformant A 
en An et satisfaisant à Vinegalité o[yA(x),æ]<1/n pour tout we A. 


Thèse. La fonction f transforme l’ensemble f (A) en A 
d'une manière essentielle. 


Démonstration. Supposons au contraire que f transforme 
f (4) en A d'une maniere inessentielle. Il existe alors une 


famille CA’ 1) telle que f,(x)=f(x) pour tout wef (A) et 


(48) hT (A)]EA. 


L’ensemble A étant un rétracte absolu de voisinage, il 
existe un prolongement continu fp de la fonction fọ sur un 
entourage U de A dans l’espace E. On en conclut $) qu’il 
existe une famille CA” telle que /, soit un prolongement 
de f, sur U pour tout te<0,1>. En tenant compte de (48) on 


en conclut qu’il existe un entourage U'CU de f(A) tel que 
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LU (4)]E4. Or f, transforme U’ en A d'une manière ines- 
sentielle. En tenant compte de 30, on a pour tout n suffisam- 
ment grand f '(4„)CU', done la fonction f, est definie dans 
l’ensemble f (An) en le transformant en A d'une manière 
inessentielle. En posant maintenant 


f (x)=9, f(a) pour tout sef (A,) 


on obtient une transformation essentielle de fo stele) en A, 
car f transforme f~ (An) en A, d’une manière essentielle et gz! 
est une homéomorphie. En tenant compte de 3° et de la dé- 
finition de la fonction fp comme d’un prolongement continu 


de la fonction f considérée uniquement dans l’ensemble f(A), 
on conclut que la distance entre f, et /, (considérée uni- 
qucment dans l’ensemble iA) tend vers 0. Or cest im- 
possible, car pour tout rétracte absolu de voisinage A il existe 
une constante positive e telle que pour tout espace X la dis- 
tance entre deux composantes différentes de l’espace A” est 
toujours >e?®), 


22. Demonstration du théorème 3. Soit Q une courbe 
simple fermée située dans une variété polyedrique W et soit 
f une fonction continue transformant un espace M en W de 
manière que pour tout ensemble compact CCW l’ensemble 
f (0) soit compact et que la courbe Q soit recouverte par 
l’image de f d'une manière essentielle. D’après le lemme du 
N° 19 il existe un entourage U de 2 (dans W) recouvert par 
l’image de f d'une maniere essentielle. Or, chaque entourage 
de 2 contenu dans U est aussi recouvert par l’image de f d’une 
maniere essentielle. Ceci nous permet d’admettre que la fer- 
meture U de U est compacte. L’ensemble f (0) contenant 
J (U) dans son intérieur, on conclut de (10) que l’ensemble 
U est recouvert d’une manière essentielle par l’image de la 
fonction f considerée uniquement dans l’ensemble compact 


f (U). Or, d’après le lemme 3 du N° 20, il existe pour tout 


19) Voir ma Note „Über eine Klasse von lokal zusammenhängenden 
Räumen“, Fund. Math. 19 (1932), p. 225. 
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nombre naturel n une homéomorphie g, transformant © en 
une courbe simple fermée £2,— 9,({2) située dans M dans 
une position localement régulière et satisfaisant à l’inégalité 
o[pn(æ),x]<1/n pour tout ze. Mais, d’après le théorème 1 du 
N° 8, la fonction f transforme l’ensemble f (2,) en 2, d’une 
maniere essentielle. En tenant compte du lemme 4 du N°21 
on en conclut que f transforme aussi l’ensemble f '(Q) en Q 
d’une manière essentielle. La démonstration du théorème 3 
est ainsi achevée. 


SUR LES COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE 


Par M. EMILE COTTON, Grenoble 


La famille des courbes (7) égales a une courbe gauche 
donnée est déterminée par les expressions de la courbure c 
et de la torsion ¢ en fonction de l’arc s de la courbe. Une cer- 
taine condition, k=0, doit etre remplie pour que l’une des 
courbes (T`) soit tout entiere située sur une surface donnée (S); 
elle fait l’objet du present article. En général R s’exprime 
avec c et ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a quatre, ¢ et 
ses dérivées des trois premiers ordres (n° 1). Lorsque (S) est 
invariante par les transformations d’un sous-groupe du groupe 
des mouvements, l’ordre maximum des dérivées de c ou de t 
intervenant dans la relation R=0, s'abaisse (n° 2). La rela- 
tion R=0 est bien connue dans le cas du plan ou de la sphere; 
le cas du cylindre de révolution étudié ici (n° 3) conduit à une 
relation qu’il serait possible d’écrire explicitement, mais qui 
est loin d’être aussi simple que dans les deux cas précédents. 
Quelques mots concernent enfin (n° 4) le système formé par 
deux équations R=0. 


1. Soit f(x,y,z) une fonction des trois coordonnées rectan- 
gulaires d'un point M. Lorsque M décrit une courbe (I), x,y,z 
sont fonctions de l'arc (ou abscisse curviligne) s de (T); et f 
devient une fonction de s, soit F(s). Les dćrivees successives 
de F se calculent par les formules connues de dérivation des 
fonctions composćes, et les formules de Frenet permettent de 
les exprimer au moyen de z,y,2, des cosinus directeurs a,f,y, 
a',B',y' de la tangente MT et de la normale principale MN, 
des expressions c(s), t(s) de s donnant la courbure et la tor- 
sion de (I) en fonction de l’abscisse curviligne, et de leurs 


1 


dérivées successives c’,t’, CE zer. 
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Supposons maintenant (7) située sur la surface (S) d’é- 
quation: 


(1) (2,9,2)=0; 
F(s) et ses dérivées sont nulles. D’autre part, les cosinus 
directeurs de deux droites perpendiculaires sont fonctions de 
trois variables indépendantes seulement, il arrive en general 
que les 6 équations 

dF d:F d’F 


ri LOS). Teer Az 


(dont les premiers membres sont exprimes comme il a été dit 
plus haut) permettent de considérer x,y,z et les cosinus a,5,...,y' 
comme fonctions composées de s par l’intermediaire de c(s), t(s) 
et de leurs dérivées c’,c’’,c’’’,t’,t’’. En portant ces expressions 


em 
ie, on trouve une relation 
ds 


(3) Ti Cm «, CC. OAC, EN, 


de z,y,...,y dans l’equation 


condition nócessaire pour que (7) puisse etre placée sur la 
surface (S). On peut (en supposant les données analytiques 
et utilisant la série de Taylor) démontrer que, parmi les cour- 
bes (I) dont la courbure et la torsion sont des fonctions don- 
nées c(s), t(s) vérifiant identiquement la relation (3) (courbes 
égales entre elles), il en est au moins une située tout entiere 
sur (S). 


Lorsque (S) est une surface algébrique, les premiers mem- 
bres des équations (2) sont des polynómes en 2,y,...,t’ et le 
premier membre de (3) est un polynóme. 


Si Von remplace Vequation (1) de (S) par l’équation d’une 
surface égale (S*) rapportée aux mêmes axes, on obtient encore 
la même relation (3). Soit en effet (15) celle des courbes (7') 
qui est sur (S), déplaçons simultanément (8) et (74) de ma- 
nière à faire coincider (S) avec (S*), (To) occupera une nou- 
velle position (Tf) située sur (S*), les fonctions c(s), t(s) ne 
sont pas modifićes et ne cessent pas de vérifier la relation (3). 
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2. Lorsque la surface (S) est invariante vis a vis des trans- 
formations d’un sous-groupe du groupe des mouvements, la rela- 
tion (3) est remplacée par une relation plus simple, en ce sens 
que les ordres des dérivées de c et de ¢ qu’elle utilise sont in- 
férieurs à ceux du cas général. 

Considérons d’abord le cas ou (S) est un plan. Une courbe 
plane a une torsion nulle, (3) est remplacée par t=0. Sup- 
posons ensuite (S) sphere de rayon fr. La relation cherchée 
s’obtient en exprimant que R est le rayon d’une sphere oscu- 
latrice à (S), ce qui donne aisément 


er Ret RZEC, 


Dans les exemples précédents, le sous-groupe est à trois 
paramètres; examinons ensuite les sous-groupes à un para- 
mètre: Si (S) est un cylindre on peut partir de l’equation 


f(a, y)=0 
la variable z ne figurant pas, il suffit des cinq premieres ćqua- 
tions (2) pour déterminer les variables restantes; en portant 
dans la sixieme, on a une relation de la forme 
(4) Ree e oc Lt DE: 
Si (S) est une surface helicoidale, ou une surface de révolution, 


on peut, en prenant pour Oz l’axe du mouvement qui la laisse 
invariante, remplacer (1) par la représentation parametrique 


(5) T= ọ C080, y= osinó, 2=g(e)+ ho, 


h est une constante (nulle si la surface est de révolution). 
Les cosinus directeurs de la tangente MT à une courbe 

de la surface sont 

do dé 


. „dO 
FP —esin0T, p= sind? + c0s6%, y=9'(o) +a 


Soit À l’angle de MT et du prolongement ML du rayon 
du cylindre de révolution d’axe 02 passant par M 


a= cosb — 


cos = ac080+ Bsind— FE; 


la relation 


«= , do a a = Fr p. 
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donne ensuite a,ß,y s'expriment donc en fonction de 


ae? 
o, 6 et A. Soit de meme „ l’angle que la normale principale 
de (7) fait avec ML, les relations 


aa' +58 +yy =0, a’cos6-+ 8'sin0= cos u, a?+B?+y”=1 


donnent a’,ß’,y’ en fonction de 0,0, A, u. 

(Géométriquement, ces derniers résultats tiennent a ce que 
M décrivant une hélice tracée sur (8), le plan tangent en M 
a (S), la droite ML, la parallele Mz’ a Oz constituent une figure 
de forme invariable). 

Puisque x,y,z et les six cosinus sont fonctions de quatre 
variables seulement, et que la premiere des équations (2) est 
vérifiée identiquement, l’élimination de ces variables peut être 
faite entre les relations (2) et on obtient encore une relation 
de la forme (4). 


3. Un dernier cas reste à considérer, celui où (S) est un 
cylindre de révolution; le sous-groupe est à deux paramètres. 
La représentation paramétrique (5) ne peut plus être utilisée, 
o étant constant. Nous étudions ce cas par une méthode un 
peu différente. 

Considérons un cylindre défini par un triedre mobile de 
Darboux Mayz, l’axe Ma étant tangent à la section droite pas- 
sant en M, l’axe My la génératrice passant en ce point, l’axe 
Mz étant normal a la surface. En prenant pour paramètre 
l abscisse curviligne u de la section droite et la distance v de M 
4 un plan fixe perpendiculaire aux génératrices, on a, avec 
les notations des Chapitres I et II du livre V du tome II des 
Leçons sur la Théorie des Surfaces, de Darboux, les formules 
suivantes pour les translations et rotations du trièdre 


é=A=1, n= §,=0, n=0=], p=q,= 9, r=n=0, 
p, =1/R'=0. 


De plus, q est fonction de la seule variable u, et —1 /q=R 


est le rayon de courbure de la section droite. 
3* 
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Les formules 


du dv. 
(6) ds = 05%» jg “© 
(7) c COS w= — q CO8? w 
dw —— 
(8) el 
9 Op COS w SIN w 
(9) 7, 140080 


concernant une ligne (7) tracee sur la surface sont donnćes 
par DARBOUX (Leçons sur la Theorie des Surfaces, t. II, ta- 


bleaux II et V, p. 383, 386); w est l’angle Ma,MT, MT étant 


tangente a (T, ae MN étant la normale principale; 
s est l’abscisse curviligne, enfin c=1/e et t=l/r désignent 
respectivement la courbure et la torsion. 

Nous les utiliserons en regardant c et £ comme des fonc- 
tions données de s, ce qui determine la courbe (7) à un dé- 
placement pres et permet de determiner en fonction de s 
w,w0,u,v,q. D’une façon plus précise, en remplaçant q par sa 
valeur tirée de (7) dans (9), on a une équation (9') constituant 
avec (8) un systeme d’équations diffćrentielles que w, w doivent 
vérifier; ayant w, les équations (6) donnent u et v par des 
quadratures, et q se déduit de (7). 

Góometriquement w et w donnent la position du triedre 
Mxyz par rapport au triedre de FRENET, laxe My a une di- 
rection fixe dans l’espace, et engendre un cylindre (S); la sec- 
tion droite en est déterminée par sa courbure (—q) et par son 
abscisse curviligne u, enfin v donne la distance de M a une 
section droite. 

Nous aurons à utiliser une équation donnant dq/ds en fonc- 
tion de q,w,s. Pour la former on écrit d’abord: 


2 
(10) oe i = (sin? w COS? w= — ce cosw (ceos w + q) 
/ 


en dérivant ensuite la relation (7) et éliminant w et dw/ds en 
utilisant (8) et (9), on obtient la relation suivante, cas parti- 
culier d’une équation donnée par LAGUERRE (formule 8 du 
tableau V des Lecons de DARBOUX): 

dw\ ccosw dq 


_ de = 
11 Tr j C =< = 
(11) cos Te + esin & 24 EJ T 
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L’elimination de dw/ds entre (10) et (11) conduit a l’équa- 
tion cherchée que nous écrivons provisoirement 


dq — 
(12) F(a, @,8)=0. 


Si lon obtenait q et w comme solutions du systeme diffe- 
rentiel (11) et (12), on aurait, w par la relation (7). On pour- 
rait alors trouver les valeurs initiales sę, wy,4,, de façon que 
la valeur correspondante de dq/ds soit nulle: 


(13) F(0, gos Gp 89) = 0. 


Cette équation donne par exemple w, une fois choisis go 
et sọ; par suite elle determine les cylindres passant par (T) pour 
lesquels, en un point donné sy, le cercle osculateur a la section 
droite a un rayon donne et un contact du second ordre avec la 
section. 


Pour que la courbe (T`) soit située sur un cylindre de ré- 
volution de rayon œR, il faut et il suffit évidemment que w 
étant solution de 


(14) F (0, —1/Rh,w,s)=0 
verifie aussi l’&quation obtenue en égalant a zero le premier 
membre de (11): 


— de à € - 3do 
(15) cos + esina[ 2" |-=0. 


Nous simplifierons les formules qui vont suivre en suppo- 
sant R=1; on peut le faire sans diminuer la généralité, puisque 
cela revient a prendre pour unité de longueur le rayon du 
cylindre, ou encore a remplacer les variables anciennes 


U,V, C tS 
respectivement par 
w=uR, v=vjR, c=R, t=Rt, s'=s|R 


et a supprimer ensuite les accents; on a, maintenant q=—1. 
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Nous avons ainsi, en partant de (10), 


k 


(10') dz 


2 
—t) = CCOS w (1 —c cos w) 
que nous transformons en la multipliant par 9¢?sin?w et rem- 
_ — dw ' | 
plaçant 3esin & 7 par sa valeur tirée de (15). Il vient 


2 
(16) [cosa F —ctsin x} — 9 sin? wcos w(1—ccosw)=0; 


c’est l’&quation (14) pour #=1. On l'écrit encore, en prenant 
comme inconnue o= cotg w 


(17)  G(e,c’,c,t)=[(1+ 02)(oc’ —ct)2+ 9cto2]2—81c602(1 + 0?) —0, 


(e dé 
ce ig 


L’équation (15) nous donne 


(18) 30 +(0'o+2et) (1+ e 0. 
Nous écrirons 
(19) G(o,c',c,t)—=4,00 +A,0+...+4,=0 


les coefficients de ce polynôme sont fonctions composées de s 
par l'intermédiaire de c’,c,t. Posons 


dA; 9A, „, SA; , 94, 
ise CG 0600 U 


La dérivée do/ds d'une solution de (19) est donnée par 


8 
9G do yY dA: E 


co ds = ds 
i=0 


Remplacons do/ds par sa valeur tirée de (18), on voit que o 
vérifie encore l’&quation du huitième degre 


B 
| j 96 
(20) H(o,0",0',0,t',t)=3e D i —(1+ o%\(c'o + 2ct) z =0. 
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La relation cherchee est 
(21) RC CH Zt, 


R designant le resultant de @ et H consideres comme polynö- 
mes en o; il est superflu de donner ici l’expression explicite 
du polynôme en c”,...,¢ qui constitue R. 


4. Considérons deux équations du type (3) 
(22) PETE HH Bt aed RCA) "0 


concernant respectivement deux surfaces (S), (S,). Elles cons- 
tituent un systeme d’équations différentielles où les fonctions 
inconnues sont c et t; la variable independante s ne figure 
pas dans ces équations. Un tel systeme détermine les inter- 
sections (7) des surfaces égales a (S) avec les surfaces égales 
a (S,). Il peut se ramener, par un procédé classique, en pre- 
nant c comme variable indépendante a un systeme de 6 equa- 
tions donnant c’ et ses dérivées ¢ et ses dérivées en fonction 
de c, systeme complété par une septieme ćquation donnant 
par une quadrature s en fonction de c. La constante additive 
correspondante n’intervient pas dans la forme des courbes (/') 
qui dćpendent bien en dófinitive, dans le cas général, de six 
constantes arbitraires. 

Si les surfaces (S) (S,) sont égales, les deux équations (22) 
ne sont plus distinctes. Mais on observe que la condition k=0 
exprime que les 7 équations en ®%,Y, Z, a,...,y' 


F=0, F=0,.., F°=0 


ont un systeme de solutions communes (n° 1); pour qu'il existe 
deux systemes de telles solutions (correspondant a deux po- 
sitions distinctes de (T`) sur la surface (S), une seconde con- 
dition doit être remplie; elle constitue avec R=0 le systeme 
d’équations différentielles cherchées. Par exemple, dans le cas 
du n°3, on l’obtiendrait en écrivant que les deux équations 
(19) (20) en o ont deux solutions communes. 

Lorsque l’une au moins des surfaces (S) (S,) admet les 
transformations d’un sous-groupe du groupe des mouvements, le 
nombre de constantes arbitraires dont dépendent les courbes 
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(7) est inférieur à six. C'est le cas par exemple des courbes 
définies par R=0, t=0, ou par l'équation unique 


(23) Re", c'"’, ce", ce’, c, 9,0,0,0)=0 


correspondant aux sections planes de la surface (S) a laquelle 
correspond R; elles ne dépendent plus que de trois constantes 
arbitraires. Ce nombre se réduit encore pour les surfaces con- 
sidérées aux n° 3 et 4; ainsi, pour un cylindre de révolution, 
l'équation (23) est du second ordre 


(24) R(c’’,c’,c, 0,0)=0. 


La forme des sections planes considérées (ellipses dont le 
demi petit axe a une longueur donnée #=1), ne depend plus 
que d'un paramètre. On raménerait (24) à une équation du 
premier ordre en prenant c comme variable indépendante, 
mais les calculs du n*3 donnent tres simplement l’integrale 
de cette équation différentielle; on part de lequation (15), 
où l’on fait t=0: 

A eo 
ù as 
les variables se séparent; on a par suite, k désignant une con- 


stante 
1 


ceos? w= kè, cosw=ke 3; 


la relation (7) s'écrit, puisque g——1, ccosw=cos?w et 
2 2 
COS? w= ke, sin? w=1 — kë. 


On porte ces expressions des sinus et cosinus dans l’équa- 
tion (9) correspondant à t=0, g——1, ce qui donne 


ad cos w 


= ginwc08 wSIN w 
ds 


et enfin 


(25) © =— =—3c3(k-!—e 
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L’équation intrinsèque des ellipses considérées peut s’écrire 
2 


en exprimant l’arc s en fonction de u=c*, c étant la courbure: 
cette expression est une intégrale elliptique 


du 


Zu; 
8==— NM $s om + 
2) uJu(k-1—u) (u—k?) 
On peut óvidemment obtenir cette meme équation en par- 
tant de la reprósentation paramótrique classique 


X—acosy Y=sinp 
2 2 
et trouver ainsi k=a 3 ou encore cos*6 en appelant 6 l’angle 
du plan de l’ellipse et d’un plan perpendiculaire a laxe du 
cylindre de révolution. 


SUR QUELQUES INTEGRALES DU TYPE DE DINI 


Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 


1. Soit donnée une fonction F(z) de période 2x. Posons 
(1.1) A(F,2,h)=A(a, h)=F(#2+ h)+F(2—h)—2F (2). 


Lorsque la fonction F admet une dérivée f assez réguliere, 
par exemple lorsque f vérifie la condition de Lipschitz d’ordre 
positif, on a pour tout x 


en 


(1.2) fatal" "at<, r>. 
0 


Au contraire, si l’on suppose seulement l’existence de la 
dérivée f(z) dans un point particulier, l’integrale (1.2) peut 
étre divergente en ce point. Cependant on a le 


Théorème 1. Soit F continue, derivable dans un ensemble E 
de mesure positive. L’integrale (1.2) existe pour tout r>2 presque 
partout dans E. Pour r<2, le theoreme tombe en defaut. 


Supposons que la fonction F est absolument continue et que 
sa dérivée feL’ (q>2). D’après le théorème 1 l'intégrale (1.2) 
avec r=q définit une fonction de z. On peut demander quel 
est l’ordre de grandeur de la fonction ainsi définie. On y a le 


Théorème 2. Lorsque F est absolument continue et F'=feL", 
on a 


er 2n Qn 


(1.3) faj AlE ETC, f [fl'dt. | 
0 0 
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On a aussi un théoreme réciproque dans un sens au théo- 
reme 2: 


Théoréme 3. Soit F une fonction absolument continue 
F(0)=F (22), 1<p<2, f=F’. On a 


2A 22% 


(1.4) [ ico] Jia (a,t)ft ‘dar dt. 


2. Nous commencons par la démonstration du 


Lemme 1. Les théorèmes 1, 2, 3 sont vrais lorsque F est 
absolument continue, F(0)=F(2x), F'eL? et r=2. 


Posons 


F(m=j(a) — NO COS agi: b,sin kz). 


A(x,t)=—4 


l 


3 coskz\ . „kt 
(a,8in ka — à br * sin’ =. 


L’égalité de Parcéval donne 
272 co 
1 à 1 9 2 sint kt/2 
= | Aum nds=16 > (ax + br) ae =" 
0 1 


En multipliant les deux membres de Ja dernióre égalité par 
t— et en intégrant dans l’intervalle, (0,2x) on obtient 


2x 2n 


co 2n 
1 - Pee T-a 2 sin*kt/2 
| | Stati ‘acdt=16 Darts) {a dt, 
0 0 0 


1 


ce qui implique le résultat demande. 
3. Dans une autre note!) j’ai démontré le 


Lemme 2, Soit F une fonction continue, derivable dans un 
ensemble E de mesure positive. Pour tout e>0 on peut definir 
un ensemble QCE et deux fonctions G(x) et H(x) de période 2x 
de sorte que Von ait 


1) Marcinkiewicz 2. 
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(3.1) |E—Q|<e, 
(3.2) G(0)=G(2x), Glx)=|glajda, gel, 
0 
(3.3) G(a)=F(2), (2.9), 
(3.4) F(a) =@(2)+H(o), 


et enfin pour presque tout xeQ 


(3.5) [|H(a+1)|tdt<oo. 


—;t 


4. Nous allons dćmontrer le thćoreme 1 avec r=2. Fixons e 
positif et considerons l’ensemble Q et les fonctions G et H 
satisfaisant aux conditions (3.1)-(3.5). En tenant compte de (3.2) 
et du lemme 1, on conclut que l’integrale 


(4.1) [A (G,0,t)t at 
0 


existe presque partout dans l’intervalle (0,22). D’autre part, 
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout 
dans © 

H(a)=0, H'(z)=0, 


ce qui montre en vertu de (3.5) que l’intégrale 


[H(0+t)t at 
existe presque partout dans (). Or, lexistence de la derniere 
intégrale implique évidemment 


en 


(4.2) | (H, 2, t)t "dt<oo. 


0 


En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement 
qu’on a presque partout dans Q 


(4.3) | 4(F,a,t)t "dt<oo. 


0 
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Or, e étant arbitraire, il s’ensuit d’après (3.1) que l'inégalité 
(4.3) subsiste presque partout dans l’ensemble E. 

Remarquons enfin que l’inegalite (4.3) entraîne (1.2) avec 
r>2 des que la fonction F admet une dérivée finie. 


5, Pour démontrer la partie négative du théorème 1, 
posons 


an=1/Vn log n. 
On a 
(5.1) San<oo,  Nah=o, 1<p<2. 
Soit 


(5.2) f(a) = _»a,cosn! a, F(2)= > = sinn!e. 
2 2 


D’après (5.1) on a feL?. D'autre part 


(5.3) A(F,a,t)=—4 Ò “4 sinn!a sin?n! É 


m—1 
a i A t Anan i t 
Alg DS T sin m! 2 sin” m! 5 — > „r sinnlæl sin?n! 5 
2 


oO 
aA r 
m-+1 ' 


3|47P>47—3Bn—30m 


27 2/m! 
[aa fr” u> > [\A(a,t)t?at> 
0 m 1/m! 
2/m! 2/m! 
>4 I | Ant? at — N [ Brat? tat 
m im! m Ym! 
= 2/m! = 
— 2 [om ?7'dt= DAS —1” TS"). 
m Ym! m 


On a 


2/m! 
1 t pm à 
(5.4) dg = — sin mief'aż, | sin’ mi 5 P~ dt>+4Aa?,|sin m! a” 
m 


1/m! 
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ou 
1 
A= [sin*tt "at. 
1/2 
Or, comme 
ou bien 
(5.5) lę<dim 3? 
et 
! 
(5.6) 32 


P 
j tP 'dt<em 


Les inégalités (5.4), (5.5) et (5.6) donnent 
| a(a,tyt ” 'dt>Sasin?m!ean—C Ym ** 


0 


et tout revient à démontrer que l’on a presque partout 
(5.7) Zamsin*m!1=o, 

ce qui résulte facilement de Pinógalitć (5.1) et du fait bien 
connu ?) qu’une série 


2 Cy COB Nr; Av+i/Av> 2, 20? <oo 


converge presque partout. 


6. Le théorème 2 est une conséquence facile du théorème 
sur la convexité des normes des opérations linéaires de M. M. 
RiEsz ***), L'expression U(f,x,h)=4(F,x,h)h ',(F’=f), con- 
sidérée pour 0<æ<27, O<h<2n, est une opération linéaire. 
D’apres le lemme 1, on voit que 


WERE eT 
0 6 6 


avec Ca indépendant de e. 


2) Zygmund 5, able) Riesz 3. 
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D’autre part, lorsque la fonction f est bornée, la fonction U 
l’est aussi et on a 


2n 2a 


(6.2) lim sit [i U'(f,2,t)|dzdlogi "| "<2max/jl. 
0 4 


L'općration U étant définie pour feL? et feL™, elle peut 
étre aussi definie pour tout r,2<r<oo. On a done 


21 2a 1 
(6.3) J | Tit, dadic, ffias. 
0 © 0 
C, étant indépendant de e, on en déduit le résultat demandé. 


4. La démonstration du théoréme 3 est basée sur le suivant 


Lemune 3. Soient 


f=Z(ancoska+ bęsinka), fel', p>l. 
(7.1) 97%+-1_1 
A4,(f,0)=4,(v)= Ÿ (a,cosiz+ b,sinia). 
9” 


On a 
27 1 22 

(7.2) A, (24) "aw < | [Pda < Bp | (ZA) 
kr" 0 = 


Ce résultat est connu, il est dua MM. J. LITTLEWOOD et 
R. PALEY 3). 


Nous utilisons encore le 


Lemme 4. On a pour tout polynóme trigonometrique 8 
d’ordre n au plus 


27 2n 
(7.3) J \S'Pda <n? f \8\Pde. 
0 0 


Ce lemme est aussi connu, il est dù à M. A. ZYGMUND ô). 
Enfin nous appliquons le 


3) Littlewood et Paley 1. 
4) Zygmund 6. 
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Lemme 6, Soit 
f(x) =a,/2+ 2 (arcos kx + b,sinke), 
1 
Sn=a,/2+ D (a,coskx-+ besin ke), 
1 


feL’, p>l. 
On a 


2x 27r 
(7.4) J \SnPda<Ap lilas. 
0 0 


Ce résultat est di a M. M. RIESz 5). 
8. Nous allons maintenant démontrer le théoreme 3. 
D’apres le lemme 3, on a 
22 27 
f AB, a,t\da> | (244,2, t))"*ax 
0 0 


2x 22x 21 2a 


| sT, m | v T al > 
J | AF,a,tt >| | (2a0)?*dedt> 
0 0 0 0 


27 2h 
2 [def Ade at 
D 0 9—v—1 
ou bien 
2x 2a Qn Pa 
(8.1) sa / 4A”(F,a,t)t P da dt >J drze | AR(A,2,6,), 
9—v—1 
ou 
oe ZT 
On a 
2 +11 
AAO aaa te) sed LS. ŻA Op 
v N) v] — 
u 
PAd 
Lorsque u croît de 2” jusqu’à 2”'*, Pexpression u0,/2 croît 


aussi de 2” ‘6, jusqu’à 2°6, et Pon a 


+ <u0,<1. 


5) Riesz 4. 
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Posons sin?”6,/2=A,. La suite A, est donc croissante et 
Pon a pour 2 '<u<2'*, sin 4 <4,<sin 1. 
Posons 


n n 
> "a, SIN UL — bu COS LT =" N'ae Sin ur —b„COS mo _ r 
’ oj" , i an. 
7 im 7 


2” 9, 


En appliquant la transformation d’Abel et l’inegalite de 
Minkowski, on trouve 


2v+1—2 


1 1 
Jav+1_1= 2 ul ‚fee 


Aut 


ov+l_) 


271 
+ — An Art 
0 2v 
Hat fre fi dz) 


L’inegalite (7.4) donne 
1 - : lp 
palaz <A) Alaz} : 


ce qui porté dans (8.1) donne 


2n 2n 


(8.2) | J A’(F,a,t)t ?'dt>AZ2” fi lo,v41_,\da, 
ou A désigne une constante positive. D’autre part, l’inegalite 
(7.3) donne 

27 1 

Hao ak e | Joy —1_Pda, 

0 0 


ou bien en vertu de (8.2) 


2n 2x 


[ Jam aiaa S [latide>a fi APE, 


ce qui, d’apres (7.2), acheve la dćmonstration du theoreme 3. 
Rocznik Pol. Tow Matem. T. XVII. 4 
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9. Il est tres probable que le théorème suivant subsiste. 
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2x), F’=f. Posons 


g(x) = | A(F,2,t) "dt. 
0 


On a pour tout p >1 


en 2 r 


Ap f gda < | [Pda <B, [ pas. 
0 0 0 


Si ce theoreme est vrai, sa démonstration est probablement 
beaucoup plus difficile. 
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QUELQUES THEOREMES SUR LES SERIES 
ORTHOGONALES LACUNAIRES 


Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno 


1. Dans une note récente!) j’ai démontré le 


Théorème 1. Soit {y} un systeme orthogonal et normal 
dans Vintervalle (0,1) verifiant la condition 


1 
(1.1) lim sup [|p,(«)| dx > 0. 
noo 0 


Il existe une suite {ni} telle que la convergence presque par- 
tout d'une serie de la forme 


(1.2) 244 Pn (2) 
équivaut a Vinegalite 
(1.3) Dao. 


Dans une autre note?) j’ai amélioré une partie de ce théo- 
rème en démontrant le 


Théorème 2. Sous la condition (1.1) il existe une suite {ni} 


telle que la relation 
N, 
(1.4) lim inf Y a;p, (©) >—oo 


n—oo 1 


verifiée presque partout entraîne (1.3). 


1) Marcinkiewicz 2, cf. aussi Marcinkiewicz 3 et Menchoff 5 et 6. 
2) Marcinkiewicz 4. 
4* 
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La démonstration que j’ai donné pour ces théoremes est 
trés longue. Le but de cette note est de les démontrer d’une 
facon plus courte et plus simple. Ma nouvelle démonstration 
sera basée sur le 


Théorème 38. Sous la condition (1.1) il existe une suite {ni} 
telle que l’on a pour des nombres a,04,04,... arbitraires 


n r A n n 
(1.5) A( Nan) < | |S ar pn (2) de< (3a? (0<p<2), 
I + 


où À désigne une constante positive *). 


2. Lemme 1, Soient {w,} le systeme orthogonal et normal 
de M. Walsh‘), (ni) une suite de nombres entiers telle que 


(2.1) Ni+1/NŻ2Ż 
et f 
(2.2) f=] Crw 
une fonction de la classe L” (p>1). 
La série 
27+-1 
(2.3) D 403 A=)» Cu Wn 
v 9Y_1 


converge presque partout et on a l’inégalité 
l : : 

(2.4) Ap | (Z4? ax < | |fPda< B, | (As) 
0 0 0 


ou Ap>A des que $<p<2. 
Ce résultat est connu, il est du à R. PALEY °). 


3. Lemme 2. Soit 


1 I 
(3.1) fiyldæ>4, J[wide<i. 


0 0 


3) Une inégalité analogue pour p>2 a été consideree par M. S. Ba- 


nach. Voir Banach 1. 
4) Walsh 8. 5) Paley 7. 
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On a pour toute suite {a,\ et tout p<2 
l 
(3.2) (Sas)? <4A~ f (Say). 
0 


Nous pouvons supposer évidemment Na?=1. Posons 
a= Jay? et désignons par A et B les ensembles dans lesquels 
on a réspectivement o>1 et o<1. On a tantôt |4|>42/4 tantôt 
|A|<A?/4. Le premier cas est banal. Dans le deuxième on a 


| 2 
Jiv,lda <| fyżda) +14", 
0 B 


d’où l’on déduit 
fy? dæ >A?/4, 
B 


1 
| o?2dx> | oP? da> | Pdx> Sa? | ydr >4?]4, 

0 B B B 
ce qui démontre le lemme. 


Maintenant nous pouvons dćmontrer le thćoreme 3. En 
changeant les notations, on peut admettre que l’on a 


1 
(3.3) Jle,dn>24. 
0 
Soit 
p,=Ża, P O 


Posons m,=0, n,=1 et désignons par m, un nombre satis- 
faisant a la condition 


oo 
(3.4) Pe A: | 
Supposons NiNa,- Nk et My Mars MR définis. Choisissons 
pour nk+ı un nombre assez grand pour que l’on ait 
x 


(3.5) = an, „al <lAAATPI, n>m 
1 


et ensuite pour myją un nombre satisfaisant aux inégalités 


‘ = P,,k+1 
(3.6) Mer > 2Mx; D dm [474] aż 
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On a 
My—1 My 
?,(2) = > a a, ,p or + Da ny, H rc nn = Es TV, + 0, 
1 my —4+1 myt! 
où 


1 1 
(3.7) |< 27”; J oda <A°4 *; J p,lde>4. 
0 0 


Soit ?/,<p<s2. On a 


TEATE 
In In / ln ) 
>| l$ aw? de} —{ [l$ a,e,da} —| (13 a,o,Päo} =i- 


D’après (2.4) et (3.2), on a Baya, As ou s= J'ai. 
L’inégalité (3.7) donne Iz<[A,4’] Ps ’/16 et I§<A,A’s”?/16, 
ce qui entraîne 


. | j 
S apn | dz) ">08", 
0 


Le théorème se trouve démontré pour $<p<2. Soit donc 
p<§. Dósignons par A et B les ensembles où Zap, (æ) >1 


1 
et Xa? g? (v)<1. Lorsque |A|>m, on a fo” dæ >u (c= Sai Pn,). 
0 


Dans le cas contraire, on trouve 


for [+ | <p for? da; foss dx>C, 
0 A B B 0 


d’où 
1 
for? dx >0 —u'*>cj2 
0 
et il en vient dans tous les cas 


1 
for? dx >c/2. 


0 
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1 


L’inégalité | oP? dx <1 étant évidente, il en résulte le théo- 
0 
reme. En s’appuyant sur ce résultat, on peut démontrer le 


Théoreme 4. Sous la condition (1.1), on peut choisir une 
suite {Pn} telle que Pon ait pour toute suite {ai} et tout ensemble A, 


(3.8) [apr dr>0z(Xa,)”. 
A 


En effet, en supposant l’inegalite (1.4), on a 


1 
Jiao da=|— | >AS lA P’ Sa)”. 
4 0 CA 


4. Maintenant nous pouvons démontrer le théoreme 2. 
Soient {Pn} les fonctions choisies dans le théoreme 3. Sup- 


posons (1.4) verifiée et 
LZa=o, 


Il existe un nombre M tel que la relation 


v 


2'aiPn(®) >— M V=IĄ2, .. 


est vérifiée dans un ensemble E, |CE|<e,e, étant le meme 
que dans le théorème 4. On af) 


[\S.\de< [|[S-+M|+M< [8,+2M=2M+ Sasi 
E E E 


ou S,=20;9n, = Pn (2) dr. 
E 
Or, de la relation X <1 on conclut facilement que 
JS: de = O( Sap)", 
E 


ce qui est en contradiction avec (3.8). 


6) Comparer Zygmund 9. 
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Le théoreme 1 résulte du théoreme 2 et du lemme 1. En 
effet, le théorème 2 montre que (1.2) entraîne (1.3). D’autre 
part, posons comme dans le lemme 2 9, =«,+y,+0,. L’iné- 
galité (1.3) entraîne 

2aiqneL’, 


d’où résulte d’après le lemme 1 la convergence presque partout 
de la série 
ŻY. 


La convergence de la série Jae» étant évidente, il reste 
a démontrer la convergence de la serie Jago», mais elle ré- 
sulte immediatement de la relation 


<A 
> | lavo»! dz < oo. 
0 
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BINARE MATRIZENFORMELN 
FUR DIE CLIFFORD-ZAHLEN') 


VON DUWID WAJNSZTEJN, Kraków 


1. Wie bewusst gibt es binäre (komplexe) Matrizen, die 
als Formerln für die Quaternionen gelten dürfen ?). Es ent- 
steht die Frage: 


Darf man für die Clifford-Zahlen mit 2" Einheiten bindre 
Matrizenformeln im Gebiet der Clifford-Zahlen mit 2”? Ein- 
heiten bauen? 

Dieser Frage, die zu bejahen ist, widmen wir die Note. 
In unseren Erwägungen benützen wir die Resultate aus un- 
seren Noten: 


[I] Uber die Clifford-Lipschitzschen hyperkomplexen Zah- 
lensysteme 3). 


[II] a-Matrizen und Clif ford-Zahlen*). 


Diese Noten werden im weiteren mit den Zeichen [I] bzw. [IT] 
zittiert sein. Wir behalten alle Bezeichnungen aus diesen Noten. 


2. In [I]. $ 4. haben wir einen hyperkomplexen Zahlen- 
system mit 2” Einheiten 


(1) K,, Ez, Ey ..., Fan 
untersucht. 
Statt der Einheiten (1) darf man 2” Clifford-Zahlen 


(2) 14 Nay +++) Non 


1) Diese Note wurde im Seminar des Herrn Prof. Dr W. Wilkosz verfertigt. 

3) F. Klein: Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 
19. Jhd. I. S. 190. 

3) Annales de la Société Polonaise de Mathématique T. XVI [1937], 
S. 65-83. 

4) Ann. de la Soc. Pol. de Math. T. XVI [1937], S. 162-175. 
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als Grundeinheiten wählen 5), wo 


y=, E, Ha B+ ta pn En 
N= 04, E, Hago Hy ... + 0 pn Ban 
(3) SEJF" AW AO 
Mon = Ayn EL, + ayn Et e.. Fayn on Eon 
(ax reell) mit der Bedingung: 
(4) Det |a| + 0. 
Auf Grund der Multiplikationstafel [I] (30) und der For- 
mel [I] (47) haben wir 
E =E.. 
Wir wählen als neue Grundeinheiten (2) die Clifford-Zahlen 
(5) @,, €z, Cs, ..., Ogn 
für welche die Zahlen ax aus (3) durch die Formeln 
Gk=0 für ik 
_ [+1 für AE 
NEO ETE EZ) 


a 


bestimmt sind. 
Wir haben die Formel 


(7) e, =}. 


Man sieht leicht ein, dass man fur die Einheiten (5) eine 
Multiplikationstafel auf folgender Weise erhalt: 

Man bildet eine a-Matrix €, die in der ersten Kolonne 
die Einheiten (5) besitzt. Links der Matrix schreiben wir die 
erste Kolonne und tber der Matrix schreiben wir die erste 
Zeile, so erhalten wir eine Multiplikationstafel fir die Ein- 
heiten (5): 


e, — 0: — Ban 
e, | © —®, — Ban 
(3) ez Ox erile weary =} 


Oy” Bon — Bony ce ©, 


s) S. Zaremba: Arytmetyka teoretyczna, S. 746. 
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Der Zahl 
(9) 8 = y 6, + dą 09 + + don Bon 
entspricht die a-Matrix, die in der ersten Kolonne die Zahlen 

Ay; Ag, Az, --:, Aan 

besitzt. 

Wir fügen noch die Bemerkung hinzu, dass bei Clifford- 
Zahlen mit vier Einheiten (also bei Quaternionen) der Iso- 
morphismus 


(10) 6,1, &=-i, 05%), 0,7% 
gilt. 

Wir haben die Gleichheit 
(11) E=6* 


wo 6* die zu © transponierte Matrix ist. 6 ist es die Matrix, 
welche unter und rechts der Geraden in [I] (30) steht. (Man 
vergleiche [II]. 6.). 


3. Aus (7) haben wir 
6; = Ey = KE; EEE; =E;- 
Die a-Matrix welche der Zahl (9) zugeordnet ist hat die 
Form 
|aq*ayqy Dy: 04,2... Aan" Ag”, gn | 
wo a, dieselbe Bedeutung was in (6) hat. 
In Zusammenhang mit unseren Erwägungen aus [II] § 3. 14. 
werden wir eine der Zahl (9) adjungierte hyperkomplexe Clifford- 


zahl einfiihren. Diese Zahl bezeichnen wir mit z, und erklaren 
sie durch die Formel 


Zx = dy 6; + Ag... + 
(12) oma ae A ang 
Der Überlegung aus [II] $3 nach, gelten die Formeln 
(13) +28 = (2+ 2), 
(14) 0 . 22) — (20. 2), 
wo (20122), bzw. (a2), die der Zahlen 2+ 2@ bzw. 2-20 
adjungierte Clifford-Zahlen bezeichnen. 
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4. Wir beweisen den 

Hauptsatz: Bezeichnen wir mit 
(9.a) @ = 4 6, dg 9+-...- dqn—182n—1 
(9.b) Za = Agn—14 10, + aoni yt.. agn Oni 
und bilden die binäre Matrix 


(15) ee (7 (22)« 


| 22 4 


so gibt es ein Isomorphismus zwischen den Zahlen (9) und den 
Matrizen (15). 
5. Wir beweisen, dass die Matrizen (15) ein hyperkomplexes 


System bilden. 
In der Tat (den Formeln (13) und (14) nach) gilt: 


29). (299), (27), CON) (a+) RE. 
—2) z z 20) 20 =? — 41 — 2%) ZY + 20) 
(16) (29+ 21), (20420), | 


=| 2) + 22) (20) + 2) | 


(2), (20), As (25), | 


=z 


|-2p ai) | — 20) a?) | 
(17) | (20), (29), sj zy), 20), (20),(20), e (AY) 2) 
Lf = an 
| — (2€ k — 2020), 2 2022), + 2020 
|(2PzB—2(2P),), | POP PURE 
a — (zPzP+20(29),),  (2020—20/20),) | 
Also 


die Summe und der Produkt von zwei Matrizen (15) ist wieder 
eine Matrix der Gestalt (15), w. z. b. w. 

6. Wir werden zeigen, dass es ein Isomorphismus unter 
den Clifford-Zahlen (9) und den Matrizen (15) stattfindet, 
indem die Matrizen 

ae | 


fea) meee 0<A,u<2" 
| 0 6, |-0,0 | i a 


der Einheiten e, bzw. 6,:-1,, isomorph entsprechen. 


°] 
| bzw. 
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Zum Beweis beniitzen wir die Multiplikationstafel (8) und 
einige Formeln aus der Arithmetik der Clifford-Zahlen. 


7. Das Element der Matrix €, welches auf der Kreuzung 
der -Zeile und k-Kolonne steht, bezeichnen wir mit e,,, das 
Element dagegen, welches auf derselben Stelle in der Matrix 6 
[I], (30) steht, bezeichnen wir mit e;,. 

Aus (11) haben wir 


(18) i,k = Èh, i - 
Es gilt die 
Formel la: 

(19) Sgn 6,.2—1, = — sgn 65, (0<i<2” ”). 
Diese Formel ist nach (18) der Gleichheit 

(20) SEN Egn—l+;1 = — BED E,;1 (0<i<2” *) 


aquivalent. 
Wir kommen auf den Beweis der Formel (20): 
(67%) und 6°” sind a-Matrizen und 


SGNELK=SEN C1,2"—2+4 (0<k<2"”) 
deshalb gilt die Gleichheit 
(21) BEN €,,, = SEN €1,27—! (0<i<2"~’), 
6 und (8°) sind a-Matrizen und 
SEN €1,,= SEN €1,2°—!4, (Qals), 
also 
(22) sen €j 2n—! = Sn €j 2-141 (0<J<2" '). 


Aus (22) und (21) folgt 

(23) SEN ei 1 = SEN €120 144 (EST. 
Aus & = —6” folgt 

(24) Sgn 627 11,1 = —S9N ejn! y (0<j<2""), 
Aus (23) und (24) folgt 

(20) sen egn- 1441 —SEN Cii (Wi LIT: 
Aus (20) und (18) folgt die Formel Ja. 
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8. Es gilt die 
Formel Ib: 

(25) Sgn 6, »7—14y0—2,,=Spgn 6; (0<i<2"”). 
Nach (18) geniigt es statt (25) die Formel 


(26) SEN egn —1 on, y= BON Eg" 2444 (0 <i<2” *) 
zu beweisen. 
(879)! und 6°” sind a-Matrizen und 


SEN eg"—241,,—=—S8EMeg"—24 109-24,  (0<k<2” *) 
deshalb haben wir die Gleichheit 
(27) SEN eg Lii = —SENEg" 24; 97-1 (0 <i<2””) 
8” und (8”) sind a-Matrizen und 


SEN €1 = SEN EL (OT DE) 
also gilt 


(28) SD €j"! sgn 6j 141 (0<j<2""). 
Aus (27) und (28) folgt (indem wir in (28) j=2""-Hi setzen): 
(29) SEN eop 1 = — SON egn- 24, 99-144. 
Aus 6° =— 6” folgt 
24) BEN ez"—1 ; ,1,= —SgNEj27—1_4 (Des SIT), 
Aus (24)und (29) (indem wirin (24) j=2" °+1 setzen) folgt: 
(26) SEN Cg"—24;,1= SBN ea" lyon 2}, (O<1<2" 
Aus (26) und (18) folgt (25). 
9. Wir beniitzen die Formeln (19) und (25) und beweisen die 
Formel I: 
(30) z= 2+ Ban -14,(22)% 


wo 2, 2, und 2, durch die Formeln (9), (9.a) und (9.b) erklärt sind. 
Es genügt augenscheinlich die Gleichheit 


(31) Onl = Oo"! 1( Oy), (0<1<2" ') 
zu beweisen. 
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Œ ist eine a-Matrix, deshalb gilt 
GO — O. 
Daraus folgt 
(32) Bla p= — 622 3 y (O<A, ua"). 
Setzen wir in (32) A=1, so haben wir 
(33) Boni, p=— 65 ot Th (0<u<2" '). 
Aus der Multiplikationstafel (8) folgt 
(34) @gr—14.1, „=€2n—141 (SBD €; u) Ou = (SN 1, u) Eg * © 
(0<u<2" ') 
(35) | 6y,27—1=€, : (SEN By qu) Cg! +u = (SENEI gn—14 u) Op y 
(0<u<2" '). 
Die Formeln (34) und (35) teilen wir jede in zwei Gleick- 
heiten 


(34.8) 65-1411 (SEN 61,1) + €20—141 * 6; 

(34.b) 8z—14 gn—24,,= (SBN 80, 27—41): an 144° Ez? 

(35.4) C2714 ;= (88D Cy, 90—141) B9n—1, 

(35.D) @,,9r 1490-2; ,= (SGNE,,pn 1490-245) ont gn—24; 
Aus (33), (34.a) und (35.a) folgt 


Ww<i<2””) 


(36.2) (Sgn 6; ;) 027—141 ©, = — (8gn 8,9" 14.) 897—14,. 
Aus (33), (34.b) und (35.b) folgt 
(36.b) (Sn 81,274) Con 14100? = 
= — (SQN 01, 1497-24) Be 71 patpi. 
Aus (19) und (36.a) folgt 
(37.a) 8n—1p, - €; Col (0<i<2”" ’). 
Aus (25) und (36.b) folgt 
(37.b) B21—111: 821174, =— B91 4 9-24, (0<iI<2" ). 


Fassen wir (37.a) und (37.b) zusammen indem wir (12) in 
Acht nehmen, so erhalten wir (31). Daraus folgt die Formel II. 
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10. Es sei 
(38) C= a, ©; Hag Bat... a r—! Ban-ı. 
Wir beweisen die 
Formel ILI: 
(39) 621 —1 ,l=L,6armilı. 
Augenscheinlich geniigt es zu zeigen, dass 
(40) Bgn—1 41 62=(682), 8on—141 
(40) teilen wir in zwei Formeln 
(40.a) Bgn—144- ©=(81)x 830—141 
(40.b) on~! ji 82712, =(89"—2-,), 627144 


und beweisen diese Gleichheiten: 


(0<A<2" ') 


(W<iI<2 À) 
(0<i<2" 7) 


Der Multiplikationstafel (8) nach (und nach der Bemer- 
kung, dass sgn6,1=1, 0<o<2”) sind die Formeln (40.a) und 


(40.5) den Formeln 


(41.a) (Sgn @1,:):02”—!+1,1= (SEN 64,27—1-1) 0,9" 141 


(41.b) (Sgn 0z 20—244) @92—141 97-24 = — (SQN 61,2141) 020—442 lh 


aquivalent. 


Œ ist eine «-Matrix, deshalb folgt nach [I], (9), dass (41.a) 


und (41.b) den Formeln 


(42.a) (sgne; ,)-(Sgn 62"—'+1,;) = (SgN 86, 2"—141)(SgNn 6; 2"—"41), 


(42.b) (sgn 61,»"=24,)(Sgn 82" —11,27—2 ,,) = 


= — (sgn @1,2"—141)(Sgn 02—244, 27-11) 


aquivalent sind. 
Aus E”=—E"* folgt 


8, z —1L pp =— 027141, x. 
Setzen wir i=1, k=1, so haben wir 
(43) ©) 92144 = bnl hi. 


Aus 
Sgn 6-1, F1 
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und (43) folgt 
(44) Sgn 6;,20—141,=—1. 
Setzen wir (44) in (42.a) und (42.b), so erhalten wir 
(45.a) (sgn 61, ;)(Sgn 27-44, ;) =—Sgne, 2"—141, 
(45.b) (Sgn 61,2—*4,)(Sgn 22-1412"? 4) = BEN 620—*44,31—144. 


Statt der Formeln (45.a), (45b) geniigt es nach (11) die 
Formeln 
(46.a) (Sgnen)(Sgne, s"—1--1)=—S8gn ez"—11 4, 


(46.b) (sgneszt—*44,1)(8gNn e2"—?4,, 2"—141) = SEN eg"—14 1 8-244 


zu beweisen. 
In 6 gilt 
sgn e; o=] (0<o<2”), 


deshalb folgt aus BEER) 
(47) BEN €,2—-14,=—1 (0<A<2""*). 


Aus (47) folgt, dass die Formeln (46.a) bzw. (46.b) den 
Gleichheiten 


(43.a) Sgn e, 1 = BEN €, 2" 11 
bzw. (0 <i<2"") 
(48.b) BEN gn" 1 = — SEN €g"—* p 21—! +, 


aquivalent sind. 

Die Formel (48.a) haben wir schon als Formel (23) bewie- 
sen, die Formel (48 b) dagegen haben wir als (27) bewiesen. 

Damit ist (39) bewiesen. 

11. Wir kommen zum Beweis des Hauptsatzes: 

Sind den Clifford-Zahlen 2 und z% nach (15) Matrizen 3" 
und 3” zugeordnet, so folgt aus (16) dass der Clifford-Zahl 


20) = g(t) — 22) 
die Matrix 
3°= sane” 
zugeordnet ist. 
Wir beweisen noch, dass der Zahl 
(49) AD — ofl). zł2) 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 5 
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die Matrix 
(50) 3% = 3” i 8? 
zugeordnet ist. Wir berechnen die Zahl (49): 
Aus (30) folgt 
(51) A Rien: (2),) i (22+ Ban—1 (24?) ») ay 
NEN 6,1 (20) +6,71, (24) ee? + 
+Oyn—15 (2) pO ,n—14 (2). 
Aus (39) und (51) folgt 


(52) EIN 
DRAC 


Aus 
(53) (@ar—141)——E; 
und 
(54) (2,)+ =Z 


für eine beliebige Clifford-Zahl 2 ((54) folgt unmittelbar aus 
der Definition der zu z adjungierten Zahl (12)) und (52) folgt 


(55) ee — 2622), en à, EDEN). 

Aus (55), (30) und (15) folgt, dass der Zahl 2“) die Matrix 
(PANA) aa (PHPP), 
Ta OPA e gD 


zugeordnet ist. Das ist aber nach (17) und (50) die Matrix 3". 
Damit ist der Beweis des Hauptsatzes zu Ende. 


z * 


SUR LES FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE QUI, 

PLONGÉ DANS L'EAU, LA PARTIE IMMERGEE SOIT 

UNE FONCTION DONNÉE m(x) DE LA HAUTEUR TO- 
TALE x DU VASE 


Par C. POPOVICI, Bucarest 


Ce mémoire est consacré au sujet que j’ai eu l’honneur 
de traiter devant la Société Polonaise de Mathématique, 
a l’Université Jagellonnienne de Cracovie, dans une de mes 
conférences que j’al faites, sur l'invitation de l’illustre et vé- 
néré maitre M. Stanislas Zaremba au mois de Mai 1938. 

Le but suivi dans ce mémoire est celui de montrer, par 
un exemple intuitif, intćressant en lui meme, qu’il existe des 
problèmes de physique mathématique qui nous fassent voir 
que l’équation 


(1) J Ztx, y) Sy) dy=Q(2) 


ainsi que l'équation 
x 


(2) S(x)+ | Z(a,y)S(y)dy=Q(2) 


c 


où le noyau Z(z,y) peut être, si l’on veut, continu et ayant 
des dérivées de tout ordre voulu, peuvent admettre, dans des 
cas assez généraux pour Z, une infinité de solutions pour la 
fonction inconnue S. 

Cela arrive lorsque le noyau Z(x,y) n’est pas doté, dans 
l'intervalle d'intégration, par une même expression analytique 
d’un côté et de l’autre d’un cylindre y=2\(7)+2. 


Dans ces cas nous dirons que Z(x,y) est un noyau raccomode. 
5% 
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Nous verrons d’abord, par des simples considérations in- 
tuitives, sans faire aucun calcul, la nature et la puissance de 
l’ensemble des solutions; ensuite nous emploierons des me- 
thodes analytiques et surtout graphiques pour construire les 
solutionszet voir dans a. conditions il existe une solution 
unique. 

Nous verrons que l’explication du fait qu’il existent une 
infinité de solutions et cela même si nous ne considérons pas 
comme distinctes deux solutions S et s telles que 


[LS (y) sy) dy=0 


réside dans ce fait, que les équations (1) et (2), tout en gar- 
dant l’apparence d’étre des équations ordinaires de M. Volterra, 
elles déguisent, si le noyau est raccomodé, des équations que 
nous avons appelé ,,intégro-fonctionnelles“ et dont nous avons 
démontré qu’elles admettent une infinité de solutions. Dans 
admirable et recent traité „Theorie Générale des Fonction- 
nelles“ de M. M. Volterra et Peres!) ces célèbres auteurs ont 
introduit un chapitre spécial a ce sujet dans lequel se trouve 
une partie de nos résultats 1). 


Demonstration intuitive 


Supposons que l’on a trouvé une solution particuliere. 

Supposons pour fixer les idées que la forme du vase, ou 
d'une figure en planches de bois, nous voulons qu’elle soit 
une surface de révolution, et soit la courbe ci tracée AO une 
courbe méridienne qui nous fournit une solution, alors, on se 
rend compte, surtout si l’on considere la densité o constante 
pour toute planche S(y)dy, dont S(y) est la surface d’une section 
à la hauteur y du fond du vase, que notre problème est un 
problème de similitude et que, si par exemple 7,(x%)=%a, alors 
en coupant la figure par un plan horizontal, la nouvelle sur- 
face flottante, devra, par l’énoncé du problème, rester plongée 
aussi deux tiers de sa hauteur dans l’eau. 


1) Editions Gauthier Villars 1936. Voir notamment pp. 209, 210, 
212, 214, 219, 346. 
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On se rend aussi compte, par un bon sens de la nature 
des choses que, a toute courbe méridienne AO a tangente 
monotone, correspond une infinité de courbes méridiennes 
ondoyantes ABO qui doivent satisfaire à notre problème. Au 
point de vue pratique on n’aura peut-etre jamais besoin de 
construire de tels vases, au point de vue esthétique, si l’on veut. 
En tout cas un grand constructeur s’est amuse a construire 


de pareils jouets; c’est le plus immortel des géomètres, le bon 
Dieu lorsqu'il a construit la coquille de l’escargot. Ces co- 
quilles sont des surfaces helicoïdales qui répondent à certaines 
données de notre problème. On voit ainsi que ce travail est 
un hommage rendu au plus illustre des géometres. 

L’ensemble de ces courbes méridiennes ondoyantes aura la 
puissance C du continu et cela pour chaque rapport donné 
entre la largeur et la hauteur donnée x du vase. 

Mais l’ensemble total des solutions, pour chaque hauteur 
et largeur données du vase, a la puissance plus grande. Elle 
peut être représentée par un nombre transfini F=C* qui re- 
présente la puissance de l’ensemble des fonctions arbitraires 
continues et discontinues. En effet rien ne nous empêche de 
considérer une figure constituée par des planches constituées 
par des innombrables cercles concentrigues, dont le diametre 
varie d’une maniere discontinue. Par exemple les planches 
paires different comme diametre des planches impaires d’une 
fonction donnée g(y) qui tend vers zéro en O et en A. 
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Etude analytique du probläme 


1. Désignons, comme plus haut par S(y) la surface d'une 
section horizontale à la hauteur y du fond du vase. En ap- 
pliquant le principe d’Archimede, on voit que la fonction S(y) 
doit satisfaire 4 une équation intégrale de la forme 


(1) [Zte,y)Sly)dy=pla) où 
0 


1—o(#,y) pour O<y<2,(z) 


1” Z(a = 
(1') (x, y —o(x,y) pour z(2)<y<e, 


o(x,y) étant la densité sectionnelle de S(y); c’est-à-dire sa dèn- 
sité moyenne, en tenant comte du poids fixe: carcasse, ma- 
chines etc. (ou la densité de la planche respective du bois), les 
poids mobiles rentrant dans p(x). On néglige la densité de l’air. 

En vertu des considérations intuitives exposées plus haut 
on s’attendra à trouver une infinité de solutions pour la fonc- 
tion inconnue S(y) et que la puissance de l’ensemble de ces 
solutions soit celle des fonctions arbitraires, s’il s’agit des solu- 
tions continues et discontinues et celle du continu s’il s’agit 
des solutions d’un seul trait. On verra en effet, par voie ana- 
lytique et par voie graphique, en construisant ces solutions, 
que cela est vrai. De cette maniere notre exemple sera une 
vérification de plus de la feconde vérité, dont M. Zaremba, 
avec sa haute autorité scientifique, attire l’attention que: 
l'intuition physique jette souvant des lumieres sur des pro- 
blème les plus délicates de l'analyse mathématique. 


2. Nous allons voir que l’équation intégrale (1) admet une 
infinité de solutions et cela indépendamment du fait que le 
noyau Z soit continu !) ou discontinu. L’infinite des solutions 
est précisée dans ce sens que nous ne considérons pas comme 
distinctes deux solutions S et s telles que: 


x 


(2) fiS) —s(9)] dy = 0. 


0 


1) Nous verrons plus loin que le noyau Z peut étre continu sur la ligne 
de flottaison, le probleme d’hydrostatique tout en gardant un sens physique. 
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En effet l’équation intégrale (1) peut s’écrire sous la forme 


x(x) 


(3) f S(y) dy — [etz st dy p(z) 


qui est une équation du genre que nous avons appelé intógro- 
fonctionnelles. Elles admettent une infinité de solutions, comme 
on peut le voir par exemple en prenant la densité fonction 
de z seul. Alors (3) se réduit a 


(3') V[a,(2)]—9(2)V (x)= pla), V(a)=f S(y) dy 
0 


ou si la densité ne dépende pas de la hauteur z du vase, alors 
en dérivant (3) on a 


(3”) (x) S[1,(%)]—e(v) S(0)=p (z) 


qui sont des équations fonctionnelles et qui admettent, comme 
nous l'avons montré, une infinité de solutions 1), distinctes 
dans le sens (2), parce que la solution générale peut étre prise 
„ad libitum“ dans un intervalle °x (x°). Nous voila donc 
obligés de traiter, pour notre probleme et comme premier 
chapitre des équations intégrales (1), le chapitre qui suit. 


Equations fonetionnelles 


3. Les équations (3') et (3’’) ont la meme forme. Com- 
mencons par le cas le plus simple z,(2)=Ax, o=A, p'(x)=0. 
Nous devons résoudre l’&quation fonctionnelle: 

(4) S(1x)=S(x). 
Supposons que le vase doit être une surface de révolution. 


Soit z=z(y) la courbe méridienne, donc S(x)=22z*(z). On a les 
solutions 


(5) 2(¢)=Ca'+k ot LAB Znin, 


done = =k+C SA, a ti Li Z +Basin2nn re ; ; 
on obtient un cylindre pour C=0 et si C+0 une sorte de cy- 
lindroides & plis qui se serrent vers le fond du vase. 


1) Voir: Théorie générale des fonctionnelles, de M. M. Volterra et 
Pérés, p. 210 et 346. 
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Pour #«=0 (en espèce «=0 au fond du vase) z est indé- 
terminć, mais nous pouvons trouver des solutions de (4) en 
dehors de S=k et qui prennent une valeur assignée k pour 
æ=0 et qui de plus soient uniformes et ayant des valeurs ré- 
elles meme pour z<0. Ainsi par exemple 


(6) someto Ż ere 
ou 
R: a 
6' ©) = m ai k 
(6') S(z)= “4 peti 
P et Q des polynómes arbitraires de dégrés p et q, p<2q—a 
et P(0)=1. 
4. Lorsque A/o=a=+1 alors notre équation fonctionnelle 
(3°) aS[z(&)]=S(x) 
admet des solutions de la forme 
(7) S=x. aot 2 Zarost ta + BysinZka 2 
LA 


(C, Ar, Br, arbitraires), parabolique pour A,=B, =0. 

Pour z=0 ona S=0 si — La/L1>0 donc p <À et S—co 
si —La/LA<0 donc o >A (hyperbolique). 

Pourtant meme dans ce dernier cas on peut avoir S=0 dans 
x= 0, pour une infinité de solutions qu’on peut prendre de la forme 


(8) sao Yan! PU" aja” 


ear 1+Q°(2"z) 
A P< gi <1 et a>—La/La, 
p et q les dégrés des polynómes P et Q, P(0)= 
Une autre solution sera 
La 
(8’) S=cx L?o(P,0) 


ou o est l’expression (6’) où Pon prendra k=0 si l’on veut 
S(0)=0 et 
a>— La|La. 
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Prolongement fonctionnel 


5. Outre les solutions (5), (6) etc. qui dependent d'une 
infinite de constantes arbitraires, nous verrons qu’il existe une 
infinite d’autres solutions dont la plupart ne peuvent pas etre 
dotées d’éxpressions analytiques. Ainsi notre équation (3’) 
ou (3°) peut se mettre sous la forme 


(9) S(x)—a(x)S[a,(x2)]= q(x) où a(n)=— 


Les expressions analytiques des fonctions données a(x), 
(x) et q(x) ne nous intéressent pas; ces expressions analy- 


nor) u(r)  x4xj6, x, (2), (2°) 
tiques peuvent exister, ou n’existent méme peut étre pas; elles 
peuvent étre données par des graphiques. Il est évident que 
le probleme a un sens et sa solution demande une reponse. 

Nous pouvons construire les solutions de lequation (9) 
ainsi: Tracons dans un plan la bissectrice y=x et la courbe 
y=T(x). 

Construisons à partir d’une abscisse arbitraire z”, par des 
parallèles ‚aux axes, des marches dont les sommets s’appuient 
sur la bissectrice et la courbe tracée. 
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Les largeurs de ces marches seront: l'intervalle °x (x?) et 
d'un côté ses itérés mx;(a0)we(a0)...Un(00)Tnq1(10) de l’autre 
côté ©x_1(x°)... 2m) &-n-ıl2) Où L4n41(H°) = 24 nf 01(H°)]. 

A chaque point é de l’intervalle x%x,(x°) corespond un point 
ś,==«,($) dans l'intervalle 2,(x°) x,(x°). 

Allons d’abord construire les solutions de l’&quation (9) ou 
lon suppose a=1, q=0; c’est-à-dire les fonctions périodiques 
en x): 

(10) P(0)=P[%,(x)]. 

Pour cela nous prendrons pour P une fonction (ou arc) 
arbitraire, dans l'intervalle 2°x,(x°). Pour tout point 6 compris 
dans °x, (x°), on aura une valeur choisie „ad libitum“ P(é). 
Une solution de (19) (une périodique en z,) sera ensuite dé- 
terminée dans tout intervalle æ;,(2°)x,,:11(a°) ainsi: On pren- 
dra le point &;„ itéré d’ordre +m” de é, construit en employant 
les marches comme nous avons construit æ:,(2°). Pour tout 
point -+n on prendra P(&ı„)=P(£), qui n’est que l'expression 
meme de notre équation (10). Faisons parcourir à & Pinter- 
valle x's, (x°), les &+„ parcourront les intervalles r7+,(2°)%+n+1(@°) 
et P tracera un ensemble d’arcs. Cet ensemble sera une solu- 
tion de l’équation (10). On voit que la solution générale de (10) 
dépend d’une fonction (ou arc) arbitraire. 

6. Par la meme méthode graphique on peut construire les 
solutions de l’équation (9) par exemple si q(x)=0. Designons 
pour abréger, quel que soit une fonction f(x), par fa expression 
fn(w)=f[cn(v)) ou an=2,[Xp-1(2)]. L’équation (11) S—as,=0 
c’est-à-dire S(c)—a(x)S|x,(1)])=0 se résoudra ainsi: Tracons 
pour S dans l’intervalle initial æ°x,(x°) un arc arbitraire. Alors 
O, c’est-à-dire © dans Vintervalle x(x?) x(x?) sera déterminé 
et connu, on tracera dans cet intervalle et dans les svivants 


(11) Si=S Saam a n (ady za SrZZDAG OR. «An 
et dans les intervalles itérés négatifs 7°v_1(v°) ... v@-n_1(®) x_n (x) 
on aura 
(11) S_1:=a_18, S-.=a_,a_28,....S-n=a_1a_2...a_,S8. 
Si lon veut tracer ces S dans le graphique, il faut con- 


venir que l’on ait choisi une unité de mesure, parce que nous 
avons des multiplications et des divisions 4 faire. 
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a étant par hypothèse connu partout, a+, sera la por- 
tion de la courbe qui représente a dans l'intervalle 
@+n(@°) Lin+1(2°). 


7. Pareillement si q==0, on aura 


Q pa 
8, =- n 1, 
KŻ s S AL = 
Sa= ı — 41 | 1 +2), , ją = — — i I, 
dy aa, aa, 4 = a" 
S ,=Sa_,+-q_,, 
(12') g n—1 
| TA 
S_,=Ba_,a_,+tQı1a_,+4_,.,8_,= — > kJ > 
k=0 —n+k 
(13) "= AN, ... An—1; m "=]:a—10—2...d—n. 


On voit que la courbe y=a(r) étant tracée sur la figure, 
S sera connu et construit successivement dans tous les inter- 
valles si S est trace „ad libitum“ dans un intervalle initial 
ax, (20). 

Remarquons, que l’équation (3°) n’exige pas p(0)=0, quoi- 
que (3’) est déduite de (1). 


Equations fonctionnelles d’ordre supérieur 
8. Soit équation 
(14) S,tas,it...+a"™ "'S1+a"8=0, Si=S[rx(x)] 


les a*(x) donnés. 

On peut construire les solutions en employant le méme 
graphique. On voit que si, à partir d'un point arbitraire 2°, 
on se donne „ad libitum“ 8, Sı,...,Sn-ı C'est-à-dire S depuis 2° 
jusqu’à xn-1(x10), alors Sa est determine par 


(14') Sn=— J a"-ESh 


car le second membre étant connu, on connaitra S, c’est-a-dire 
S dans l’intervalle &.(2°) &n+1(&°). On le connaitra ensuite dans 
Ln+1(L°) Tn2(19) etc., et par le meme procédé dans les inter- 
valles negatifs. 
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Équations de dégré supérieur 
9. Soit à intégrer l’équation 


(15) pla(x)]=R[r, p(x)], 


R étant un polynôme de dégré r en g. On peut employer 
le même procédé graphique. On prendra pour g une fonction 
(ou arc) arbitraire dans un intervalle z’x,(z°) avec x° arbi- 
traire. Alors o,(x)—=[a(x)] c’est-à-dire o dans l’intervalle 
x,(x0)xy(x0) sera connu par l'expression même de notre équa- 
tion fonctionnelle: 


p,—=hR{x,y), et ensuite 


15 
9,=R(21, Paye. p, =A [Ln—1y Pn—1]. 


Pour faire le prolongement fonctionnel vers les itérés né- 
gatifs nous écrivons (15) sous la forme 


(15°) p(w)=R[c-1,9—1] 


et remarquons que, g(x) étant donne dans un intervalle z°x,(x°), 
lćquation (15’) nous donne r racines de 9_ı c’est-a-dire r 
branches, en d’autres termes r solutions de p dans l’intervalle 
x°c-ı(2°). A chacune de ces solutions correspondront aussi r 
branches réelles ou imaginaires 9_2 donc en total r? détermi- 
nations de gp dans «_1(19) ©-2(x2°). 

En résumé, la solution de l’equation (15), après avoir été 
choisie „ad libitum“ dans xs (x°), se présentera comme un 
arbre, dont le tronc (vers les itérés positifs) sera determine 
et unique, tandis que vers les iteres negatifs les branches se 
ramifieront de sorte que, au niveau 2_,(2°), on aura r"T! bran- 
ches. Si le premier membre de (15) était du dégré s en po, le 
tronc se ramifiera vers le bas, de sorte qu’on aura s” bran- 
ches au niveau 2„(2°). Quelques-unes de ces ramifications peu- 
vent devenir imaginaires, puis réaparaitre comme certains 
fleuves qui se cachent sous le sable. Exemple: 


P,=1/9, i=|/—1, donne Pon FE Ds Pont FET: O. 
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Equations integrales et integro-fonetionnelles 


10. Le probleme de determiner la forme d’un vase flottant 
dont la partie immergée dans l’eau soit une fonction q(x) 
de la hauteur x du vase nous a ammenć à l’équation intégrale 


(1) | Z(2,y) Sly)dy = plz) 

où 0 

a) Z(a,y)=1—p(x,y) pour y<2,(z) 
Z(x,y)=— o(x,y) pour y>2,(2x), 


o(z,y) étant la densité d'une section S(y) a la hauteur y du 
fond du vase, p(x) la cargaison. 

Nous avons vu que cette equation admet une infinité de 
solutions, linconnue S(y) pouvant être prise arbitraire dans 
un intervalle x°x,(x°), avec #° arbitraire. Nous avons vérifié 
ca sur les cas particuliers ou e dépend soit de z, soit de y seu- 
lement. 

Dans ces cas l’équation intégrale se reduisait à une équa- 
tion fonctionnelle, dont nous avons montre qu’elle admet une 
infinité de telles solutions. Lorsque p est une fonction en méme 
temps de x et de y, comme il est naturel, il va de soi que „a for- 
tiori“ l’équation (1) admettra une infinité de solutions. Ainsi 


n 
par ex. si o=Jaw)y* on arrivera soit en differentiant, 
1 


soit en intégrant par parties, a une equation différentiello- 
fonetionnelle d’ordre n+1, équation qui, nous le verrons, ad- 
met aussi une infinité de solutions. 

11. Objections sur la continuité du noyau. On pourrait 
nous objecter: Oui, vous avez une infinité de solutions et, 
plus encore, dépendant d’une fonction arbitraire; mais cela 
est dh au fait que l’équation (1) n’a pas de noyau continu !). 
Nous allons montrer: 1° que meme si le noyau est continu, 
ca n’empeche pas que l'équation (1) admette, en général, une 
infinitć de solutions, 20 que l'on peut rendre le noyau con- 
tinu, tout en gardant un sens physique a l’équation (1). Ça 


3 Dans certains traités on n'exige pas meme la continuité du noyau, 
mais seulement qu’il soit intégrable, pour que la solution soit unique. Or 
notre noyau est intégrable et pourtant il y a une infinité de solutions. 
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d’abord: Les relations (1’) nous montrent que le noyau Z ne 
peut pas être continu en traversant la ligne de flottaison y= g(x). 
Mais cela est vrai seulement si o est continu — en traversant 
cette ligne. Or, en général o n'est pas continu. Quand on con- 
struit un vase, les différents étages varient brusquement de 
densité, a certains niveaux la densité peut meme dépasser 
celle de l’eau. Pour rendre le noyau de (1) continu, il nous 
suffit d’une seule discontinuité de g, le long de la ligne de 
flottaison. Ainsi supposons nous deux fonctions continues Qy, 
et o. et notons 


1”) 1-e(a,y)=f(a,y), —ex(2,y)=f(2,y)+ ly — alw) yle y). 
Pour garder un sens physique, il faut supposer /(z,y)<0 au 
voisinage de y=21(2). 

Notre équation (1) s’écrira 


(16) | f(x,y) Sty)dy + | [y—ar(x)p(a,y) Sly) dy= pla). 
0 x(x) 

Cette équation contient comme componente une intégrale 
avec les deux limites variables et nous avons démontré dans 
différents travaux, depuis 1914, qu’une telle équation inté- 
grale admet une infinité de solutions 1). Dans ce travail nous 
allons voir ça directement. Pour nous en rendre compte, il 
suffit de le vérifier sur un cas simple. Soit y(z,y)=c, k=1. 
Prenons comme fonction inconnue auxiliaire t(y) telle que sa 
derivée seconde t'(y)=S(y) alors (16) s'écrira 


(17) ff(a,y) ty) Gy+efs—m(2)]t'(w) —c[t(v) —t[ar(@) ]]= p(a) 
0 


qui est une équation intégro-différentiello-fonctionnelle. Si f 
ne dépend pas de y on obtient une équation différentiello- 
fonctionnelle 


(18) [fo)+ele—zı(2)]]E’ (2) —ct(x) —f(æ)t (0) — p(x) = —et[a (2) ]. 
Nous voila done conduits à étudier les: 


1) C. Popovici: Nouvelles solutions de l’équation de Volterra, Circolo 
Math. Palermo t. 39 (1915), p. 314—344; Sur une équation fonctionnelle, 
C. R. Ac. Paris, t. 158 (1914), p. 1866 etc. Pour le cas de deux variables 
voir deux notes: Rend. Ac. Lincei, t. 2 (1930), 6 série, et Annales Scien- 
tifiques de l’Université de Jassy, t. XXIV, pp. 18—56. 


FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE 79 


Equations diffórentiello-fonetionnelles 


12. Ces équations peuvent aussi s’intégrer intuitivement 
par la méthode du prolongement fonctionnel. 
Prenons d’abord l’équation: 


Nous allons voir ce fait, extremement curieux: lorsque 
z,(x)=x Péquation ne peut pas s'intégrer, en général, si k>2; 
tandis que si (x) +x l'équation, quoique plus compliquée, peut 
toujours s'intégrer. Elle le peut même si a(x) et a;(%) ne sont pas 
dotés d'expressions analytiques. 


Prolongement fonctionnel 


13. Nous allons nous servir de même graphique que au $ 5. 

Prenons pour y(x) une fonction (ou arc) arbitrairement 
choisi dans un intervalle æ°x,(x°) avec x? aussi arbitrairement 
choisi, alors y[t1(x)], en d’autres termes y, dans l'intervalle 
æi(x°) x(x?) sera donné par 


ya) 
(19) Late Te 


où le second membre est connu car, y étant donné dans linter- 
valle initial, toutes ses dérivées y sont implicitement données, 
ensuite a(x) est donné par hypothèse (tracé) pour toute valeur 
de x. Maintenant y, étant connu, on aura successivement 


Yous Yn PAT 
(19') C= RECE 


a aad, eee an 


Ainsi l'intégrale y de (19) étant choisie „ad libitum“ dans 
2°¢,(2°), elle sera connue, et aura une seule valeur, pour tout 
point contenu dans un intervalle 7°a contenu dans z’ A, A=limz.. 

14. Nous allons faire maintenant le prolongement fonction- 
nel vers les itérés négatifs. De ce cété, il arrive un phenomóne 
analogue à celui que nous avons rencontré en rósolvant les 
équations fonctionnelles de dégrés supérieurs, la solution ne 
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sera plus unique. En effet, changeons dans (19) x en #-1(«), 
on aura 


k « 
(19) d'yLæ-s(æ)] 


E RAWA 

Le second membre est connu, car y est tracé dans l’inter- 
valle initial 2°x,(#°) et a est tracé partout. On connaitra donc, 
non y, mais sa derivée d’ordre k dans æx-_1(2°)x-2(x°). 

La fonction (ou courbe) y sera donc connue à un polynome 
(parabole) arbitraire d’ordre k pres, done avec k constantes 
arbitraires. 

Dans le second itéré négatif de l’intervalle initial s’intro- 
duiront encore k constantes arbitraires, on aura done dans 
Y—n(xv°) y—n—1(2°), nk constantes arbitraires, après avoir choisi y 
„ad libitum“ dans z°x,(x°). 

15. Supposons maintenant que l'équation (5) serait non 
linéaire, par exemple son premier membre serait de dégré r 
en d*y(x)/dx*, alors on aura une et une seule solution vers 
les itérés positifs, apres avoir assigné A y une fonction donnée 
dans z°x,(x°); mais vers les itérés négatifs la solution ne sera 
pas unique, elle aura dans l'intervalle c_,+.(1x0)% ,(x°), n” bran- 
ches et chaque branche dépendra de nk constantes arbitraires. 

Si, en plus, le second membre de (5) était de l'ordre q en 
(x) c'est-à-dire contiendrait y;,ya,...,Yq, alors nous étions 
libres de choisir y „ad libitum“ dans un intervalle 2 7,(7°), 
ou dans q intervalles z’rı(@P) avec les x? arbitraires, mais 
choisis tels que ces intervalles ne s’enchevetrent pas. 


Puissance de l’ensemble de solutions 


16. La puissance de Vensemble de solutions dune equation 
différentiello-fonctionnelle, d'ordre q et de degre r est la même que la 
puissance de l’ensemble de solutions d’une équation fonctionnelle 
d'ordre q. 

Cette puissance est celle de l’ensemble de fonctions arbi- 
traires s’il s’agit des solutions continues et discontinues (c’est 
le nombre transfini F=C°) et celle du continu C s’il s’agit 
des solutions continues dans tout intervalle qui ne contient 
pas un point limite &+„, mais pouvant être discontinues dans 
les points limites. 
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L’ensemble de solutions d’une équation fonctionnelle est 
évidement de puissance F, parce que la solution générale n’est 
qu’unc transformation ponctuelle d'une fonction arbitraire, 
continue ou discontinue, dans l’intervalle initial, comme les 
images dans une série de miroires gauches de cette fonction. 
Il n’est pas question absolue de l’existence des dérivées etc. 

Lorsqu'il s’agit des équations différentiello-fonctionnelles 
on est obligé de penser à l’existence des dérivées, mais il n’est 
pas moins vrai que la solution générale dépend d’une fonction 
arbitraire initiale, continue ou discontinue. Il faudra alors 
élargir le cadre de la notion de dérivée; d’ailleurs il y a des 
fonctions continues et qui n’ont pas de dérivées et des fonc- 
tions discontinues dont laire est la même que celle d'une 
fonction continue dans tout intervalle. Gardons la vieille con- 
ception de la derivée et supposons que nous ayons choisi dans 
l'intervalle initial pour la solution un arc d'un seul trait et 
continu. Il y aura des discontinuités au points de jointure 
æ:A(2) et aux points limites de ceux-ci, autant pour les équa- 
tions fonctionnelles que pour les équations différentielle-fonc- 
tionnelles; mais à cet arc correspond une seule solution pour 
les équations fonctionnelles et un ensemble fini ou dénom- 
brable de solutions (si l’on va jusqu'aux points limites) pour 
les équations différentiello-fonctionnelles. L’ensemble de solu- 
tions dans les deux cas garde Ja puissance du continu, parce 
que nous avons choisi librement la fonction arbitraire continue 
dans lintervalle initial. Le nombre des branches et des con- 
stantes arbitraires nous donne en effet plus de dégrés de li- 
bertés, mais en tout cas ne peut pas agrandir la puissance du 
nombre transfini de solutions qui reste celle du continu. Nous 
verrons plus loin comment on fait la jointure, plus encore, 
le raccordage jusqu’a un ordre infini dans les points de passage 
L+n(2°) et quelle est la puissance de l’ensemble de ses solutions; 
nous ferons aussi l’étude de la continuité aux points limites. 

17. Continuité. Commençons l'étude de la continuité pour 
les solutions des équations fonctionnelles. Rappelons-nous les 
§5 et 6 et le graphique a l’aide duquel nous avons construit 
ces solutions. Soit d’abord lóquation de périodicité pour la 
transformation m(x) 

(20) P[x,(z)|=P(x). 
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Nous avons vu que nous sommes libres de prendre pour P 
une fonction (ou are) arbitraire dans un intervalle x°%x,(x°) 
et ensuite considérer un point £ qui parcourt cet intervalle, 
ainsi que ses itérés de &, les «x,(&),7,(&),...,¢n(&) définis par 
Bin(S)ZIyT4n-:($)| et, nous aurons la solution de l’equation 
en prenant 
(20) P(é,)=P(E)=...=P(E+n). 


L’ensemble des ares décrits par £ P(£) et ses itérés £+n(£) P(é) 
nous donnera une de ces solutions de (20). 

Nous voyons que, pour avoir une solution continue, il faut 
d’abord que l’arc que nous tracerons pour P dans l’intervalle 
initial æ°x,(x°) soit continu, et il faut de plus, que les ordon- 
nées aux extremités de cet arc soient egales pour ćtablir la 
jonction avec son itéré, donc 


(21) P(a° —0)=P(a,(a°) 4-0). 


18. Pour les equations non linéaires la jonction s’établit 
aux points de passage par une relation analogue a (21). Ainsi 
soit l’equation 


(22) y [x (x)]= Kix, y(x)]. 


Pour établir la jonction en z,(x2°), on prendra dans l'intervalle 
initial pour y un arc continu, avec la seule condition entre 
les ordonnées de ses extrémités 


(23) y [x (2?) + 0]=R[a,y(x—0)]; 


la jonction sera automatiquement établie dans tous les points 
CHn(x9) tandis que dans les points x—n(x?) avec celle des bran- 
ches de l'équation (22) en y(x) qui correspond à l’arc initial 
choisi. 

19. Domaine de valabilité de la continuité. L’arc initial étant 
choisi continu et la jonction faîte aux points de passage, la 
solution sera continue dans tout intervalle ab donné compris 
dans un intervalle AB contenant x° et où A et B sont deux 
racines consécutives de léquation z=x,(2); mais vers les points 
limites A et B la solution sera d'un seul trait, mais pas en 
général continue. Nous reviendrons sur la continuité aux points 
limites au § 26 et 27. 


FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE 83 


20. Raccordage. On peut établir non seulement la conti- 
nuité, mais le reccordage jusqu’a l’ordre k dans ces points 
Z+n(x°) si l’on exprime entre les extrémités de Pare initial 
les relations qui traduisent les égalités 


(24) Ye (2) —0]=y'[x,(20) + 0], ]=0,1,...,k, 
indice j désignant la dérivée d’ordre j. 


Ainsi, par exemple, pour l’équation de périodicité (20) on 
aura pour j=1 


(24’) Palola) + 0]ei(10)=P'(00—0) 


et pour l’équation (22) 


, r ’ IR IR 4 
(24'') Yx L2(0)+0]ci(0”)= > x 3y d |. —0 


Le raccordage établi en un seul point de jointure x.(x°) 
doit se repercuter dans tous les points de jointure (avec Ja 
même branche correspondante) parce que la transformation de z 
en z,(x) étant ponctuelle, c'est une transformation de contact. 
On suppose que la courbe z,=z,(2) n’a pas de points angu- 
leux. 


21. Raccord d’ordre infini. Si dans les équations (24) on 
prend k=oo, on aura dans les z+„(2°) non seulement la con- 
tinuite, mais un raccord d’ordre infini?). 

L’ensemble de ces solutions garde encore la puissance du 
continu, parceque lare arbitraire continu, choisi dans linter- 
valle initial, arc qui détermine une seule el unique solution 
de l’&equation fonctionnelle, apartient à un ensemble continu; 
tandis que les conditions (24) forment un ensemble denom- 
brable, qui regarde an nombre discret de points (un ensemble 
de mesure nulle, non partout dense) de l’arc continu arbitraire. 


22. Fonction analytique osculatrice. 

Pour un raccordage d’ordre infini au point de jointure 
nous voyons que nous sommes libres de prendre à notre gré 
l'allure de l’arc initial a une extrémité, soit en z,(z°+ 0); mais 


1) Nous pouvons même donner des exemples de courbes qui aient 
dans un intervalle fini des contacts d’ordre infini sur un ensemble partout 
dense, sans que ces courbes 8e confondent; plus encore, elles peuvent même 
se traverser dans le même intervalle sur un second ensemble partout dense. 


6* 
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alors en z0—0 l’allure de cet arc est déterminée, parce que les 
équations (24), (24'), (24'') nous montrent que les dérivées 
yi(2°—0) en x°—0 sont déterminées à l’aide des dérivées en 
æ(æ°)+ 0. Soit alors la fonction 


wa)" 
n! = + CA +... 


(25) Y=yo+ (%—x)yo+...+ 
Elle peut représenter une fonction analytique, si elle est con- 
vergente, mais elle ne represente pas l’arc initial que nous 
avons raccordé dans le prolongement fonctionnel à son itéré 
avec un ordre infini (raccordage qui se repercute dans les 
autres points de jonction). L'expression (25) sera appelée fonc- 
tion analytique osculatrice en x° de notre arc initial, qui est en 
général non analytique. 

Il y a aussi parmi les surfaces non analytiques un sous- 
ensemble de surfaces qui admettent pareillement des surfaces 
analytiques osculatrices. Je pense que cette question ne man- 
que pas d'interêt. 


Continuité des intégrales des équations 
différentiello-fonctionnelles 


23. Nous avons vu au $ 13, 14 et 15 comment on construit 
les intégrales d’une équation différentiello-fonctionnelles par la 
méthode du prolongement fonctionnel à l’aide du graphique. 
Ainsi, par exemple, l’équation 


Iky(. 
(19) IR alayla) 


s’integre ainsi: On assigne a y une fonction (ou arc) arbitrai- 
rement choisie dans un intervalle initial æ°x,(æ°). Alors dans 
les intervalles xp(@°)a@n4:(2°) itérés positifs de z°x,(2°) la tra- 
duction graphique de notre équation (19) nous montre que 
l’on aura successivement dans chaque intervalle 

d'y[<n (2) 
(19') Yn(v)=y[v(v)|= „Poj, A[Gn1(7)] 

[d£n1(T) | 
donc une solution unique; mais cette solution ne sera pas en 
générale continue aux points de jointure «,(x°). On établit la 
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continuité au point x,(x*%) en prenant, aux extrémités de larc 
initial la relation 

R [0 
(26) y(a(2°) + 0]= HRZ; ad — 0) 

(de?) 

c’est-a-dire une relation entre la fonction initiale & l’extremite 
gauche et sa dérivée k & l’extremite droite. En continuant la 
jonction dans x,(2°) on doit imposer la meme relation aux 
extremités du prolongement fonctionnel de larc dans z,(2°) #,(x°), 
ce qui se repercute par une autre relation entre la dérivée 
d’ordre 2% et la fonction initiale aux entrémités de l’arc initial. 
Dans chaque intervalle il reste donc k—1 dérivées libres aux 
points de passage. Jusqu’au point x„(x°) il faudra satisfaire 
a n relations entre les nk derivees aux extrémités de l’arc ini- 
tial; mais entre ces extrémités lare initial reste arbitraire. 
Nous pouvons le tracer continu. On aura alors une solution 
continue depuis z” jusqu’à x.(x°). Si nous continuons la jonction 
vers le point attractif A=limx„(x°), noco, nous aurons une 
solution d’un seul trait, mais qui ne sera pas généralement con- 
tinue vers A. Elle pourra devenir non bornée, ou meme si elle 
reste bornee, elle pourra avoir vers A une variation totale 
infinie et dans ce dernier cas on ne peut pas affirmer qu’elle 
sera surement discontinue, parce que nous verrons qu’il peu- 
vent exister des fonctions continues dans le voisinage d’un 
point et pourtant 4 variation totale infinie en s’approchant 
de ce point. 

L’ensemble de ces solutions d’un seul trait aura la puis- 
sence du continu, comme pour le cas du raccordage d’ordre 
infini dans le § 17 et pour les mémes raisons. 

S'il existe une solution analytique, elle dépendra de k con- 
stantes arbitratres. 

Il en resulte que les équations fonctionnelles linéaires pures 
n’admettent que, au plus, une solution analytique (avec une 
constante arbitraire). Ainsi 


PEPPERS) SPEC 
af(x)=f(ax), PCT MI r= est entier 


r 5 
ax'}(x)=f(ax?), f=cax9 si (Er est entier et a=a’. 
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Exception font certaines équations de construction spéciale 
comme f(z+4A)=f(x), fonctions circulaires de période 2z/A 
dont une infinité sont analytiques, f(x)+f(—x)—=0, fonction 
impaire ou paire. 

24. Continuité vers les iteres négatifs. L’équation (19), 
qu’on peut écrire sons la forme: 


d'y [æ_1(æ)| 


di x 1(0)]* 


(19,) =alx_ı(2)]y(®) 

nous montre que si nous connaissons y(x) c’est-a-dire y entre 
x? et x,(2°), on aura y(x—ı) non directement, mais par sa dè- 
rivée k-ieme, done il s'introduisent k constantes arbitraires, 
qu’il faut choisir pour déterminer y quand on passe d’un inter- 
valle & son itéré contigu dont l’indice est diminué de 1. Alors 
apres avoir choisi l’arc initial, il suffit d'une de ces constantes, 
a chaque passage, pour ćtablir la jonction. Il reste disponibles 
k—1 constantes a chaque passage. On pourrait les employer 
pour satisfaire à différentes conditions initiales. 

On peut également se servir soit pour la jonction, soit 
pour d’autres conditions initiales, en imposant des relations 
correspondantes entre les dérivées aux extrémités de l’arc 
initial. Les solutions continues vers les itérés négatifs forment 
aussi un ensemble de puissance de continu. 

Le nombre croissant, a devenir dénombrable, de constantes 
arbitraires qui s’ajoutent au point limite repulsif ne change 
pas la puissance de l’ensemble. 


25. Passage des equations différentiello-fonctionnelles aur equa- 
tions intégrales. 

Si lon intègre p=k fois une équation fonctionnello-diffe- 
rentielle d’ordre k, comme par ex. (19), on aura une équation 
intégrale, ou intégro-différentiello-fonctionnelle. A chaque inté- 
gration s’introduit une constante qu’on peut assujetir pour 
satisfaire telle condition initiale. Supposons que nous avons 
un nombre p de conditions à satisfaire dans p points x/ dont 
aucun n’est point limite des a,. Il nous faut p constantes arbi- 
traires. Nous avons plusieurs moyens pour les obtenir: 1° On 
peut imposer p conditions ponctuelles convenablement choisies 
a bare arbitraire que nous pouvons prendre dans n'importe 
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quel intervalle initial, 2° on peut choisir l’intervalle initial 
assez pres du point limite attractif pour que, en faisant le pro- 
longement fonctionnel vers les itérés négatifs de cet intervalle, 
on arrive a chaque point z” de l'intervalle d’intégration avec 
le nombre de constantes libres d'intćgration nécessaires pour 
satisfaire nosc onditions en x/. Exemple: si p=mk--r et p con- 
ditions en x}, on choisira z” tel que x_„(a0)<a!. 

26. Conditions aux points limites. Compatibilite. Il arrive 
des fois que l’equation fonctionnelle, ou fonctionnello-différen- 
tielle, à laquelle nous avons réduit l’équation intégrale soit 
par intégration par parties, soit par dérivations, admette des 
solutions, même une infinité, mais dont aucune ne satisfasse 
pas l'équation intégrale de départ. Exemple: l'équation inté- 
grale de notre probleme d’hydrostatique 


x,(x) x 
(3) [S(y) dy—f el») 8(y) dy = p(a) 
0 0 
qui se réduit a 
(3°) Y[4q(0)]—e(2)V(v)=plz), V(a)= | S(Y)dy 
0 


par la nature des choses 0<2,(%)<@ parce que x c'est la hau- 
teur de vase et x(x) celle de la ligne de flottaison par rapport 
au fond. Donc x,(0)—0 alors (3') nous exige 

7 p(0) 

V(0)— 0) 
pour toutes les solutions de (3’) et nous avons vu qu’il en exi- 
stent une infinite dependant d’une fonction arbitraire. Or, si 


p(0)+ 0, alors | S(y)dy=V (x) doit être différent de zéro pour 


0 
æ—=0. Quelle est alors la fonction S(y)? 1). 


1) Malgré toutes les apparences, la condition p(0)=0 n’est qu'arti- 
ficielle, parce que c’est une simple exigeance analytique, qui ne tient pas 
compte de la réalité physique. La réalité c'est qu'il faut prendre p(0)=0 
parce qu’il faut doter le fond du vase d'un minimum d'ćpaisseur a. Il 


x 
faut donc prendre | S(y)dy=V(2) et V(0)+0 le considérer comme faisant 


a 
partie de cargaison. Dans la physique, il arrive des fois qu'il faut quitter 
l’analyse différentielle pour l’analyse fonctionnelle, comme dans la théorie 
des chaleurs spécifiques des solides a basses temperatures, les quanta etc. 
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Lorsque p(0)=0, alors on a effectivement une infinité de 
solutions. Aussi lorsque p(0)=0 avec o(0)=1. Il est intéres- 
sant de remarquer que lequation (3) admet des solutions 
meme si o(0)=1 avec p(0)+0, mais ces solutions ne sont pas 
uniformes. 

En général, l’allure des solutions aux points limites se voit 
sur l’équation même. Ainsi par ex. l’equation (18) peut s'écrire 


(18°) fots) —t'(0)]+ e[e@—a,(x)]t'(w) elta] pa). 


On voit que, pour qu’elle admette des solutions continues 
au point 2=0, il est nécessaire que p(0)=0 et que, si f(0)+ 0, 
il faut que ¢t’(0) ait une valeur finie, ce qui n’exige pas néces- 
sairement que t'(x) soit continue pour æ—0. Enfin pour que 
la solution aie un sens physique pour notre probleme, il faut 
que t” existe parce que t’’(y)=S(y). 


27. Continuité aux points limites. Nous avons vu que nous 
pouvons construire une infinité de solutions continues dans 
tout intervalle A+e, B—7, A et B étant deux racines consé- 
cutives de l’équation z=2,(z), e et 7 aussi petits qu’on le veut. 
L’ensemble de ces solutions, nous l’avons vu, aura la puis- 
sance du continu. Aux points limites A et B les solutions pré- 
sentent différents caractères: Il y a à Ja fois des solutions con- 
tinues et d’autres discontinues. Dans d’autres cas toutes les 
solutions doivent présenter en un des deux points limites, ou 
dans les deux, des singularités essentielles. I] y a des cas ov 
toutes les solutions, méme celles qui étaient discontinues dans 
A+e, B—y deviennent continues et, ce qui est curieux, meme 
les solutions qui n’étaient pas d’un seul trait deviennent con- 
tinues. D’autres cas où toutes solutions deviennent continues 
vers le point limite en s’y approchant tout de même avec une 
variation totale infinie. Nous allons faire voir sur des exem- 
ples simples ces genres curieux de singularités. 


28. Singularités essentielles. Soit à intégrer l'équation fonc- 
tionnelle 


(9) (2) —a(2) p[a(2)]=0. 
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Nous avons donné la solution générale de cette équation 
sous la forme 


pis n 
p(a)= > [] (Un — Uni) (V—n— Una)” 


(T= co 


n =n 
où [J=aay...dn—1, []=l'a_1a-2...0-n, a-n comme toujours 
al&+n]) avec Tin—TilTin-1], u et v deux fonctions arbitraires 
qu’on peut choisir pour la convergence, a et 8 nombres con- 
venablement choisis dans le même but. 

Nous avons aussi vu (§ 5) qu’on peut prendre pour o un 
arc arbitraire dans un intervalle x°x,(a°) avec x° arbitraire. 
Cherchons Pallure de g au point limite attractif «=A; on aura 


: P 
(9 ) PCE ma 
Par suite, si le produit Il ="... An-1 est convergent vers une 
limite pour n—oo et si £n tend uniformément vers une limite À, 
alors dans chacun des tres petits espaces æa(x°) znę1(10) toute 
solution de (9) devra avoir une variation totale du méme ordre 
que dans l’intervalle initial. Done, meme les solutions qui 
ont été continues dans A +e, B—n seront discontinues lorsque 
x tend vers A, mais finies et d'un seul trait. 

Une equation différentiello-fonctionnelle telle que (18) peut 
admettre a cóte des solutions continues en A des solutions dont A 
peut étre un point singulier essentiel, comme (8). 


Si i] tend vers zéro, (x) tend vers linfini. 

29. Fonctions à crépitations. Supposons que [] tende vers 
l'infini. Alors, vu (9'), toutes les solutions de (9), meme celles 
discontinues, et même celles qui ne sont pas d’un seul trait, 
tendent vers zéro au point limite attractif A. Rappellons nous 
maintenant la définition classique de la continuité et notam- 
ment celle de continuité à droite: Une fonction est continue 
a droite d’un point A si, 6 étant un nombre positif arbi- 
trairement donné, il existe un nombre positif e tel que 


(c) lf(A)—f(A +e’) <6 


pour tout nombre positif e'<e. Or cette relation de „con- 
tinuité“ sera satisfaite meme pour les solutions de (9) qui 
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ne sont pas d'un seul trait entre A+e et B—n; par ex, si 
l’on n’a pas fait le jonction aux points de passage z,(x"). 
Donc la relation de continuité (c) peut etre satisfaite pour 
un fonction lorsque la variable tend vers une limite A sans 
que la fonction soit obligée & prendre toujours toutes les va- 
leurs intermédiaires entre deux valeurs. La fonction aura des 
sauts qui tendent rapidement vers zéro comme les crépita- 
tions d’un courant qui traverse des fils séparés par des dié- 
lectriques dont l’epaisseur tend vers zéro. 


30. Fonctions continues à droite d'un point et pourtant 
à variation totale infinie lorsque la variable approche ce point. 


Supposons une fonction, d’un seul trait ou non, qui dans 
chaque intervalle 2,%,41 a une variation totale vn. Supposons 
ensuite que les intervalles wnTnj1, sont les termes d'une série 
absolument covergente, tandis que les v, tendent vers zéro 
mais ils sont les termes d’une série divergente; alors notre 
fonction satisfaira a la relation de continuite (c) et pourtant sa 
variation totale sera infinie lorsque x approche A. 

On peut composer des exemples d’équations fonctionnelles 
dont toutes les solutions jouissent de cette propriété. Ex.: si 
1+ kLay(©) 
y(cn)->a (constante), L=logarithme. 


dans l’équation (9) on prend a= ou 1(1)=cTy(7), 


3). Cas où un point limite est a l’infini. En d’autres ter- 
mes la courbe y=ax,(x) admet une direction assymptotique y=r. 
Proposons nous d’étudier l’allure des solutions vers la direc- 


tion asymptotique. Supposons que Il admet une limite. 
Alors si y=x est une direction asymptotique sans être une 
asymptote, la variation totale de og dans un intervalle £n£n+p 
reste finie pour p fini (ou de l’ordre de p); pour n infini nous 
dirons que l’infini A est un point régulier de la solution. Si y—x 
est effectivement une asymptote, le rapport entre la varia- 
tion totale de la solution et l’intervalle de variation An&n+p 
est infini, même si la fonction y reste finie; nous dirons que 
l'infini À est un point de singularité essentielle pour les solu- 
tions, même pour celles qui sont finies et continues. 

Nous voyons quelle variété des singularités se présente dans 
cette étude dont nous avons donné un aperçu. 


SUR UN THEOREME CONCERNANT LES FONCTIONS 
AU CARRE SOMMABLE 


Par OTTON NIKODYM, Warszawa 


1. La note présente est consacrée A la démonstration du 
théoreme suivant: 


Si f(x) est une fonction complexe, définie presque 
partout dans <0,1> et au carré sommable, il existe 
dans <0,1> un ensemble épais!) dont chaque point x, 
jouit de la propriété suivante: 


n Wn— in 
c 


lim zz fioe dx = 0 


quelles que soient les suites infinies {sh}, (ra), où 


OKW <a, La LI, 
lim #,= lim 1, = To. 
n n 


La démonstration qui va suivre est basće sur le théoreme 
connu de VITALI (Überdeckungssatz). 

Supposons, par impossible, que le theoreme n’est pas 
vrai. Il existe alors un ensemble A, où mes ext A>0, tel que, 
si ye À, il existe des suites infinies {xa}, (cx), où 0<u<u<an<1, 
Lao Tn—r et il existe un nombre a>0, tels que 


z, 
1 3 
z=z J e—a) dx >a, (n=1,2,...). 
n 


(1) 
x 


1) C'est-à-dire, de mesure=1. 
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En vertu de laxiome de M. ZERMELO, on peut, a tout 
point z,¢A, faire correspondre un couple de suites infinies 
(Un), (Pn) et un nombre a=a(z,)>0 de manière que (1) ait 
lieu. Il existe certainement un sous-ensemble A’ de A tel que 
mes ext A’>0 et dans lequel a(x,) surpasse un nombre po- 
sitif fixe. 

En effet, désignons par Am l’ensemble Z,{a(2,)>1/m}. 

Si l’on avait mes ext An—0 pour chaque m, on aurait 
mes À — mes à An< = mes Am=0, ce qui est impossible. 

Soit done A’ CA tal que mes ext A'>0, 


Zn 


jle)" de>a’> 0 


zh 
pour tout r9e4' et pour des suites (r), {£a} convenablement 
choisies pour chaque 2p. 


2. La fonction f(x) étant mesurable, on peut, d’après un 
théorème de M. N. LUSIN, trouver pour chaque nombre o>0 
un sousensemble parfait B. de <0,1> dans lequel f(x) est bornée 
et continue sur B, et par rapport a Ba, et ou 


1—o< mes B, <1. 

Choisissons o de maniere qu’on ait 
(3) c < mesext A’/2 
et trouvons un ensemble Beo parfait y correspondant. On a 
(4) mes ext (A’B,)>0, 
car dans le cas contraire on aurait 

mes (4'Bs)=0, A'=A'B,+ A'co Bag, 
mes ext (A’co Bs) < mes (co B.)<o 
ce qui donnerait 
mes ext A’<mes ext (A’B,)-+ mes ext(A’coB,)<o 

et, par conséquent, 


mes ext A’ 
megeated wg 


ce qui est absurde. 
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Posons 
(5) A” — A'Ba. 


On a, d’apres (4): 
(6) mes ext A’’>0, A"C Beo, A”CA'. 


La fonction f(x) étant continue sur B, et par rapport 
a B., elle y est aussi uniformément continue. A fortiori f(x) 
est uniformément continue sur A’ par rapport a A”. 


3. La fonction f(x) étant bornée sur Be, supposons que 
f(æ)<M sur Bz. 


Soit E un ensemble mesurable et soit 194”. On a 


tm) Mao) de = f (f(@)—flay)) (f(2) f(a) dr= 
E E 


= f f(x) dæ +| fla) mes E— f f(a) f(a)dx— | f(2)f(26) dx, 
E E E 


d’où | 
fe) flay) dr= | [If (2) —f(a9)| dz| < 
E F 


< [\f(w)"dx+ M°mes E+ / fo) dr + M°mes E 
E E 


et, par conséquent, 


(7) Sit) flap) dx <2 fija} dr 2M mes E. 
E E 


L’inégalité qui vient d’étre obtenue montre que 


lim f|f(x)—f(a,)| dx =0 
E 


lorsque mes E — 0 et, de plus, que la dite convergence est uni- 
forme. Cela veut dire que, étant donné un nombre 7'>0, on 
peut trouver un nombre 7''>0 tel que la relation mes E<n’' 
entraine: 
À | 
J |f(2)—f(z,)| de<m', 


E 


et cela quel que soit z,eA”. 
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4. La fonction f(x) étant uniformément continue sur Bo, 
on peut, en fixant un nombre e>0 d’avance, trouver un nombre 
ö>0 tel que, si y,;—y.<6, y,€ Bo, Yoe Bo, on ait |f(4%4) —/(y,)|<e. 

Les intervalles (%n,%n) enfermant les points x, de A” 
(voir (2)], representent une famille de VITALI?) pour A”, 
même si l’on suppose que |rn—xn|<0. 

Done, si Pon choisit un nombre 7>0, on peut, d’apres 
le théoreme de VITALI, trouver une suite finie d’intervalles 
disjoints 
(8) Ay, Aa, ces de 
appartenant à la famille et tels que 


R 
2 mes 4;—n< mes ext A” < 
(9) = 


A ki 
<mesext(A’’: Ż4)+ n<mes >) 4;+ UE 
i=1 f=] 


9. Aux intervalles (8) correspondent certaines points y,,...,y, 
de l’ensemble 4”. 
En vertu de $ on a: 


finor de > a. 


mes = 


donc, d’apres (9): 


(10) > fion Ky) dx > a’ 2 mes 4; > a (mes ext A” —7). 


i=1 à, 


On peut écrire: 


(11) Hufe [+ f. 


Ar: Bg A;—B5 
Comme la longueur de 4, est <ô, on a conformément a 4, 
file) Kyo) da <2 fe dx <2e? mes Ai, 


4; Bo 4; Bo 
done 


(12) D fioi dase. 
i=1 4/8, 


1) Voir p.ex. S. Saks. Zarys Teorii Całki. Warszawa 1930, p. 46. 
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D’apres (9): 
k 


k k 
mes(B,d, 4,) > mes ext(A” >) 4,)> ©, mes A;— 27, 
21 =] i= 


done 
k 


k 
mes Ż, 4,—mes (B, > 4;)<2n 


et, par conséquent, 
k 
(13) 2 mes (4;—B,)<27. 
i=1 


En appliquant l’inegalite (7), on a 
JM (x) —f(y;)| ‘da <2 | f(x) | da-+ 2M mes(4,—B,); 
å; Bo 


donc, d’après (13): 


k 
a) D [ieiti f |pleyPae+4aty 


El A;—Bg 
FAB.) 


Les moza (12) et (14) donnent, en vertu de (11), 


Z fers fy) dr <2 | to? dx+4M’n+2e. 


= à; 
SA, Bo) 


Il en résulte, d’apres (10): 


(15)  a’(mesextA”—7)<2 | |f(w)/'do+4M'n +26. 
3(4;—Bo) 


La fonction f(x) étant au carré sommable, l’integrale, 
figurant dans le membre droit tend uniformément vers 0 lorsque 
k 
n—>0, puisque, d’après (13), on a mes ò (4,—B,)<2n. 
i=1 


Les nombres e>0 et n>0 sont arbitraires. En les faisant 
tendre vers 0, on obtient de (15): 


a’-mes ext A’’<0; 


done mesext A’’=0 contrairement à (6). Le théorème est ainsi 
demontre. 
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6. Remarquons que le théoreme analogue est valable pour 
les fonctions f(x,y) de deux variables indépendantes, à con- 
dition qu’on remplace les intervalles («x,«n) par des carrés 
centrés en 2p. 

Le théoréme démontré va trouver des applications dans des 
travaux ulterieurs de l’auteur, concernant les espaces de 
HILBERT. 

Remarquons que, si /(#) est continue et aux dérivées 
bornées, on peut démontrer, a l’aide du théoreme classique de 
VHOSPITAL, que 


i c= 0 
Li, c= = fa —f(«)| da 


pour chaque x,e(0,1). 
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SEANCES DES SECTIONS 


SECTION DE CRACOVIE 


12. I. 1938. Leja F. Sur les polynömes generalisćs de Tcheby- 
cheff. 
Demonstration de l’existence et de l'unicité du polynôme 
T (z)=2"+e, a+ te, 
qui correspond à un ensemble fermé et borné E de points du plan et à une 
fonction donnée @(z) et remplit la condition suivante: 


max |®(z) - Tn(z)|< max |Ø (z) - Pn(2)|, 
zeE zeE 


où Pn(z) désigne un polynôme quelconque de la forme 2”+-a,ż” 4 ta). 


19. I. 1938 et 26. I. 1938. Mathison M. Hine neue Lösungs- 
methode für Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem 
Typus [Math. Ann. 10% (1932), 400—419]; Die parametrix- 
methode in Anwendung auf hyperbolische Gleichungssysteme (Prace 
Mat.-Fiz. 41 (1933), 177 — 184]. 


23.11.1938. Leja F. Sur une nouvelle methode d’approwi- 
mation des fonctions continues [ces Annales I7 (1938), p. 1—7]. 


Soient f(z) une fonction réelle continue dans l'intervalle fermé I=<a,b), 
= {lpi} un systeme de n+ 1 points de I et 


z— f d 
nn (ir a 


770 9-3 te > &— En 


Lorsque le système ¢ varie dans I, la fonction 


È Da (æt) T, 
J= 
où 4 est un parametre réel, atteint pour chaque n et chaque z fixe (réel 


ou complexe) sa borne inférieure positive, qui sera désignée par Fn(x, 2). 
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On montre que: 
1° Pour chaque x réel ou complexe et chaque A reel fixe, la suite 
1/n log Fn(z,4) mM 1,2.) 
tend vers une fonction-limite, harmonique dans le plan de x en dehors de l'inter- 
valle I. 


20 Il existe dans l’intervalle I la limite réitérée suivante, égale a f(x): 


lim 1/4.[lim 1/n - log Fn(z, A)]= f(x). 
40 n—}00 

16. III. 1938. Zaremba S. K. Sur l’indice de Kronecker 
[C. R. Acad. Se. Paris 206 (1938), 476 — 477; cf. plus loin, p. 110, 
Section de Lwów, séance du 26. II. 1938]. 

4, V. 1938. Popovici C. (Bucuresti). Sur les équations 
intégro- et différentiello-fonctionnelles [ces Annales 17 (1938), 
p. 67 — 901]. 

11. V. 1938. Leja F. Sur une suite de fonctions rationnelles 
et la fonction de Green [à paraître dans les Annales Acad. Sc. 
Techniques à Varsovie (1938)]. 


Soient: Æ un ensemble ferme et borné de points du plan, ¢={f),...,¢,} 
un système de n+ l points de E et p(z) un polynôme ne s’annulant pas 
dans E. Posons 


ee agate | [l 57-6) Woran. 
i ha 2 


Soit 7=479,:..7,) le systeme (ou l’un des systèmes) ¢ satisfaisant aux 
conditions: 


(U) Ulgi) = max U (Ly, Eq) 
SEE 
(2) fost, pour 42,000, 
ou 7 =|(Nj—No) + (Ny np) (074) * ee (nn) p(,)| re 
On démontre que la suite de fonctions rationnelles 
en 2-9 a | 


K (2) = = © „.————a|— —-- 
Á 07771 No nn | PU) 


jouit des propriétes suivantes: 


1° Il existe en dehors de l’ensemble E la limite 


R(z)= lim V|Rn(2)|, 
n- œ 


20 Lorsque p(z)=az+b, la fonction logR(z) est identique a la fonction 
de Green du domaine D ayant sa frontière dans l'ensemble E et contenant 
dans son intérieur le point-zero du polynôme p(z). 
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18. V. 1938. Wilkosz W. Sur la nature des surfaces de Rie- 
mann. 


25. V. et 8. VI. 1938. Skrzypkówna W. Sur la geometrie 
intégrale. Une revue des mémoires de MM. Blaschke, Santalo 
et des autres auteurs sur la geometrie intégrale. 


1. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Sur la notion de volume 
et sur la dissection des polyedres [a paraitre dans ces Annales 
17 (1938)]. 


15. VI. 1938. Wazewski T. Sur les intégrales premieres 
des equations différentielles ordinaires [ces Annales 16 (1937), 
p. 145—161]. 


SECTION DE LWOW 


15.1.1938. Kaczmarz S. Application des courbes sinusoïdales 
a la construction des routes [a paraitre dans les „Wiadomości 
Drogowe“, Varsovie (en polonais)]. 

On applique a la construction des courbures de routes les lemniscates 
au lieu des clotoides, qui répondent exactement aux conditions du probleme. 
L’auteur en donne une meilleure approximation a l'aide des courbes si- 
nusoidales, ce qui permet d’augmenter le nombre des conditions remplies 
par la courbure de la route. Le point initial de la courbure peut p. ex. étre 
donné d’avance dans des limites assez vastes. 


15. I. 1938. Mazur S. De la theorie des espaces linéaires topo- 
logiques. 

I. Demonstration, en partant d'un th. de Tychonoff, que pour tout 
espace E de type (B) au sens de Banach: 1° dans l’espace de toutes les 
fonctionnelles linéaires définies dans Æ, 2° dans celui de toutes les trans- 
formations linéaires de E en sous-ensembles de E (ces espaces étant consi- 
dóres comme certains espaces topologiques), chaque ensemble totalement 
borné est bicompact. 

II. Démonstration d'une condition necessaire et suffisante pour que, 
dans lespace E conjuguć a E, toute fonctionnelle lineaire soit de la 
forme f(z) où feE et Ze. 


19. II. 1938. Banach S. Sur la mesure dans les espaces 
abstratts. 

Dans l’espace des fonctions integrables dont l’integrale ne dépasse pas 
l en valeur absolue, il n'existe aucune mesure (non triviale) de Lebesgue, 
completement additive et telle que les intégrales sur les segments n'empie- 
tant pas les uns sur les autres soient deux a deux independantes (au sens 
de la terminologie probabiliste). Une interpretation de ce theoreme dans 
le domaine de la mécanique statistique. 
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19. II 1938. Hetper W. Sur l’algébre des ensembles finis. 


Discussion des difficultés liées a la définition de la notion d’ensemble 
dans le système de la sémantique. La construction de l’algebre des ensembles 
exige lintroduction d'une nouvelle espéce de variables et l’adoption de 
l’axiome sémanto-logique _)=af=aé. 

Or, dans beaucoup de problemes jouant un róle capital dans la con- 
struction du systéme de la sémantique, on est contraint de se servir des 
ensembles finis d’expressions. L’auteur montre que l'axiome en question 
est dans ce cas superflu, car tout ensemble fini d’expressions peut être 
obtenu comme celui des solutions de l'équation {I * Zz} où I et Z sont des 
expressions constantes. 


26.11.1938. Zaremba S. K. Contribution a la théorie de Vin- 
dice de Kronecker [C. R. Acad. Paris 206 (1938), p. 476-477]. 


Soit C un champ vectoriel (continu) dans l’espace à n+ 1 dimensions 
(n>1) defini sur la sphére S” & n dimensions et n’y admettant pas de points 
singuliers. T désignant le champ des composantes des vecteurs du champ © 
tangentes à S”, les points singuliers par rapport a T sont les points dans 
lesquels le vecteur du champ C est normal à S”. On peut donc distinguer 
parmi les points singuliers du champ T ceux dans lesquels le vecteur du 
champ C est dirigé vers l’extérieur et ceux où il l’est vers l’intérieur de 8”. 
Soit q la somme des indices de Kronecker de ces derniers points. On peut 
alors exprimer l'indice i du champ C sur S” par la formule i= 1—q. 


5. III. 1938. Mazur S. Un théorème sur les points invariants. 

Soit E un espace linéaire topologique localement convexe dont lélé- 
ment-zéro admet une suite d’entourages ayant précisément cet élément 
pour partie commune. Alors, toute transformation continue d’un ensemble 
convexe et fermé quelconque AC E en sous-ensemble bicompact admet 
un point invariant. 


5. III. 1938. Kac M. Sur les distributions invariantes. 


I. Introduction de la notion de distribution invariante. 
II. Théorème: Si l’on a 


(1) Ft) +...+f7(t)=nkK* 
pour tout £, et si la distribution de la fonction 
MAU ba MAU, 
> Ver... +2 
ne dépend pas de $y,...,$,, la distribution de chacune des fonctions f; où 
i= 1,...,n est donnée par la formule de Borel 


w 3(n—1) 
ei En 


= en — . 
EUAO< Ir a f| I—nK“ = 


- s/n 
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Inversement, si la distribution de la fonction (2) ne dépend pas de 
jr, et B'exprime par la formule de Borel, et si les fonctions /,(t) sont 
presque-périodiques, on a l'égalité (1). 

III. Interprétations physiques des résultats acquis. 


30. IV. 1938. Gillis P. Un théorème du Calcul des Variations. 

Soient: D, un domaine à n dimensions, borné, fermé et convexe, situé 
dans l’espace euclidien à n dimensions, D„-ı la frontière (n—1)-dimen- 
sionnelle de Dr, F une fonction de n variables aux deuxièmes dérivées 
partielles continues pour toutes les valeurs réelles des variables et Fpp?” 
une forme quadratique définie positive. Il existe alors une et une seule 
fonction de n variables remplissant dans D, la condition de Lipschitz et 
dont l'intégrale 


1- | Fop'yataa? da” où p= 


Dn 


oz 


j pour :=1,2,...,n 


a 
cz 


atteint son minimum par rapport a l’ensemble des fonctions 2 qui remplis- 
sent la condition de Lipschitz et prennent sur D„-ı les valeurs données 
d’avance, pourvu que ces dernieres soient assujetties aux conditions: 

(1) il existe une fonction remplissant la condition de Lipschitz dans Dn 
et prenant ces valeurs sur Dh-1, 

(2) T désignant l’image de la fonction z(x) sur Dn—1 dans l’espace 
à n+ 1 dimensions (z',z), la pente d'un hyperplan quelconque qui contient 
n+ l points distincts de J’ ne dépasse pas une valeur donnée. 


14. V. 1938. Mazur S. Sur la continuité des fonctionnelles 
dans les espaces topologiques. 


Soient: T un ensemble abstrait, E l'ensemble de toutes les fonctions 
réelles x(t) définies pour teT et dont la valeur absolue ne dépasse pas 1, 
enfin P(z) une fonctionnelle definie dans E et continue en ce sens que 
si x, (t)>2,(t) pour tous les te T, on a P(z,)>P(z,)- 

Alors, si la puissance de 7' est infórieure au plus petit nombre cardinal 
inaccessible, T contient un ensemble 7, tout au plus dénombrable et tel 
que les valeurs de P(x) se trouvent déterminées par celles de la fonction x(t) 
dans T,, c. à d. que si 2,(t)—2,(t) ponr tous les te To, on a P(z,)= P(x). 

Ce theoreme renferme comme cas particulier le th. de Banach- 
Kuratowski-Ulam sur l’existence des mesures completement additives. 
L’auteur signale en outre quelques applications aux problemes concernant 
les points invariants et quelques généralisations. 


14. V. 1938. Kaczmarz S. et Turowicz A. Sur les inte- 
grales indefinies irrationnelles [a paraitre dans Studia Math. 
8 (1938)]. 


Soient: /,(z), f,(z)... une suite des fonctions de variable réelle, finies 
et integrables dans l'intervalle <a,b>, et A l’ensemble de toutes les fonctions 
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d’une variable réelle de la forme g(1)=R[f, (2), /(t),...,7,(%0)] où R est une 
fonction rationnelle de k variables (avec k arbitraire). Alors, étant donnó 
un intervalle quelconque <a,B> où a<a<f<b (et même où aKa<f<=b 
si a>—co ou b<-+00), R contient une fonction integrable dans <a,ß) 
dont l’intégrale indéfinie n’appartient pas a &. 


28. V.1938. Lebesgue H. Sur le calcul des côtés des poly- 
gones regulters. 


L'auteur donne des formules pour l'évaluation des côtés des poly- 
gones réguliers convexes et étoilés, basées sur le théorème: Pegalite 
ar=n(n,/2+n,/2°+...), où les 4, sont des 0 où des 1, entraîne l'égalité 


CO8 ar = 2 de, V24 29 V2+ "A y 
où e= l—2y, 2,::4= l1—2ns, £,*£5*89=1—27,, ...; la différence entre 
la valeur de cette racine infinie et celle de sa n-ióme racine partielle ne 
dépasse pas 7/2”, 


18. VI.1938. Ulam 8. Sur les transformations ergodiques. 


Résultats des recherches communes de l’auteur et de M. J. Oxtoby. 
Toute variété topologique homéomorphe à un complexe régulier à n>2 
dimensions admet des transformations biunivoques conservant la mesure 
et métriquement transitives, c. à d. ne transformant en eux-mêmes que tout 
au plus des ensembles de mesure 0 et 1. Etant donnée une homeomorphie 
quelconque F conservant la mesure, il existe des transformations T arbi- 
trairement voisines de F et telles que, pour toute transformation G, la 
transformation GTG—! est métriquement transitive. 


25. VI. 1938. Mazur S. Sur les anneaua lineaires. 


Théoréme I. Un anneau lineaire U a une infinitć de dimensions, 
sans diviseurs du zero, contient (à une isomorphie pres) l’anneau des po- 
lynómes nuls pour «= 0; si U possède une unité, il contient (a une isomorphie 
pres) l’anneau de tous les polynömes; si A est un corps (non nécessairement 
commutatif), il contient (à une isomorphie près) le corps de toutes les 
fonctions rationnellea. 

Théorème IT. Si, dans un anneau linéaire A, une norme est définie, 
satisfaisant—outre des conditions habituelles—a la condition |4.B;=||4||-|Bjl, 
l’anneau U equivaut (c. A d. peut ótre représente en conservant les opé- 
rations et la norme) soit au corps des nombres réels, soit & celui des nombres 
complexes, soit au corps des quaterniona réels; si U est un corps (non né- 
cessairement commutatif) et la norme satisfait 4 la condition plus faible 
|| 4 - B|| £||A||-||B||, il est isomorphe (e. à d. représentable homéomorphique- 
ment avec conservation des opérations) a un des trois corps mentionnés. 

Corollair:. A étant une transformation linéaire d'un espace E de 
type (B) en une partie de E, ils existent deux nombres réels a et 5 tels que 
soit l’équation 4°(x)+a-A(x)+ñ.x—y ne possède de solution pour certains 
yeE, soit l'équation homogene 47(r)+a-A(x1)+B-x=0 possède une 
solution non nulle. 
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30. VI. 1938. Pepis J. Sur une famille d’ensembles plans 
et les solutions de l’equation fonctionnelle F(x2,2)=F(z,y)-F(y,z) 
pour 0<a<y<z. Application a la theorie generale des intérêts. 


I. Soient Aa, Ba, Ca, Da les ensembles plans des points, dont les coor- 
données satisfont aux conditions: OSx<a<y; OLILALY; 0<Lx<a<y, 
x+y; O<z<a<y respectivement. Soit 2 la plus étroite famille d’ensembles 
plans, contenant tous les ensembles Aa, Ba, Ca, Da (a>0) et les sommes 
quelconques (finies, infinies ou méme indénombrables) de ces ensembles. 


Théorème. Toutes les solutions de l'équation fonctionnelle F(z,z)= 
=F(z,y)-F(y.z2) ou O <w Sy<2 sont données par la formule F(x,y)= 
= g(y)/g(t)(l—w(x,y)), ou g(x) est une fonction arbitraire non nulle pour 
tous les x et (x,y) est la fonction caractéristique d'un ensemble arbitraire de 
la famille Q. 


II. Appelons: nombre singulier de I espéce d'une solution donnée F tout 
nombre z=0 tel que F(z,y)=0 pour 0<y<2; nombre singulier de II espèce 
de la solution F tout nombre z>0 tel que F(x,y)=0 pour y>x; nombre 
frontiere de F, tout nombre x>0 tel que F(z,z)=0. Désignons respecti- 
vement par M, N et R les ensembles des nombres ainsi dófinis, et par Z 
celui des points (z,y) tels que F(z,y)=0 pour la solution F. On a alors 

Z JT GB en), 
ae(N—M) ae(M—N) ae(MeN) ae(M-N-R) 

L’ensemble M est fermé à gauche et l’ensemble N l’est à droite. Les 
lacunes de la derivée de M sont dans l’ensemble N et celles de la dórivóe 
gauche de N dans M. Par conséquent l’ensemble M+ N est fermé. 


III. L’auteur soumet A une critique la thóorie des intóróta et propose 
une théorie des entreprises à conjoncture variable. En admettant la seule 
hypothèse, a savoir que la valeur au moment t, d'un capital k emprunté 
au moment t,<t, ne depend pas de la personne qui prête, mais seulement 
de t,,t, et k (I’hypothése de non-protection), et désignant cette valeur 
par f(i,,%,t,), on a; 


(1) tik + Kegs ty) = ft hy, tg) + f(t k, tą), 
(2) lti ks ts) =f(ty, f(t,, k, ta), ts), 
(3) jit, ky t)>0. 


En appliquant le théorème connu sur l’öquation f(z+ y)= f(x)+ f(y) 
et le théorème sur l'équation F(z,z)= F(z, y)-F(y,z), énoncé dans I, la solution 
générale est de la forme 


f(t,k, ts) =k g(ty)/9(h )(1— Why ta)), 
où g(t) est une fonction positive et w(ty,łą) la fonction caractéristique d'un 
ensemble de la famille 2. 

En supposant que f(t,,k,t,)>0, on a la théorie des entreprises sans 
faillites: on a alors f(t,,k,t,)=kg(t,)/g(t,), où la fonction positive g(t) donne 
l’ainsi dite courbe de conjoncture. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 8 


114 SEANCES DES SECTIONS (XVIII) 


En supposant que /(t,,k,tą) dépend seulement de k et de (t,—t,), 
on a la theorie des entreprises a conjoncture constante. On a alors: 


(1) Ikıtkyt)= f(k4,t) + (kat), 
(2’) f(k,t, tą) = f(f(k,t,), ta), 
(3°) f(k,t)>0. 


En supposant qu’il n’y a pas de faillite, c. àd. que f(k,t)>0, on obtient 
g(t)=a', c.Ad. f(h,k,tą)=ka*"h. 

Soit D(k,t)=f(k,t)—k. En supposant que l'intérêt de l'intérêt est pres- 
que nul, c.ad. que D(D(k,t,),t,)=0, on obtient la formule d'interet simple. 
Les formules d'interet simple et composć sont des formules approxima- 
tives, puisque la formule D(D(k,t,),t)=0 n’est qu’une approximation. 

Dans la formule gónórale de la thóorie des entreprises A conjoncture 
variable avec des faillites, les courbes g(t) sont des courbes de conjoncture. 
Au moment de la faillite ces derniéres peuvent indiquer les valeurs: 0 et 1, la 
courbe g(t) indiquant en ce moment toujours la valeur 1. Les nombres 
singuliers de I et II espóce donnent respectivement les moments de la 
faillite ordinaire et de la faillite véhémente. 


SECTION DE POZNAŃ. 


14. II. 1938. Gospodarek S. Sur certaines démonstrations 
géometriques de Galilee. 


Exemples des raisonnements géometriques extraits des ,,Discorsi et 
leurs simplifications par les móthodes de la geometrie analytique. Remar- 
ques historiques concernant la vie de Galilée, son conflit tragique avec 
la Sainte Inquisition et son oeuvre scientifique en général. 


15. III. 1938. Mikusinski J. Ein Referat über die Arbeit 
von G. Polya: „Kombinatorische Anzahlbestimmungen für Grup- 
pen, Graphen und chemische Verbindungen”, Acta Math. 68 (1937), 
145 — 254. 


15. V. 1938. Zawirski Z. Descartes comme philosophe et 
mathematicien. 


I. Quelques détails biographiques. Systeme métaphysique de Des- 
cartes. Son attitude rationaliste dans l’epistemologie: son plan d'embrasser 
toute la science humaine dans un systeme deductif, réalisé pour sa méta- 
physique (Méditations, réponses à Mersenne) et tenté pour les sciences 
naturelles (Principia). 

II. Geometrie de Descartes. Problème de Pappus, par lequel il l’avait 
commencé et sa méthode de solution. 
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SECTION DE VARSOVIE. 
14. I. 1938. Sierpiński W. Fonctions additives non com- 
plétement additives et fonctions non mesurables [Fund. Math. 
30 (1938), p. 96 — 99]. 


14. I. 1938. Mostowski A. Bericht aus einem Satz von 
Godel über die Widerspruchsfreiheit des Auswahlaxioms. 


21. I. 1938. Sierpinski W. Sur une transformation de 
V’intervalle. 


21. I. 1938. Szpilrajn E. Concerning convergent sequences 
of sets. 


The author has proved before that 1° there exists a sequence of sets 
(contained in the interval) 1—<0,1>) equivalent to no sequence of projective 
sets, and 2° there exists a sequence of projective sets equivalent to no 
sequence of Borel sets’). The following theorem deals with an analogeus 
problem concerning particularly sequences which are convergent in the 
sense of the General Theory of Sets: 

In order that every convergent sequence of sets (contained in I) be equt- 
valent to a sequence of Borel sets (or else: of sets which are simultaneously 
Fos- and Go-sets) it is necessary and sufficient that the hypothesis of the conti- 
nuum be true. 

Necessity. Let E be any subset of J. The sequence £,E,... is con- 
vergent and therefore it is equivalent to a sequence B,B,..., where B is 
a Borel set. Hence E= B, and consequently either E<R, or F=c. 

Sufficiency. It can be deduced from certain theorems on the cha- 
racteristic function of a sequence of sets?) and from the following remarks 
eacy to show: 

1. A sequence of sets is convergent if and only if its characteristic . 
function assumes only values of the form m/3”. 

2. Let f be a real function which transforms I into a set at most enu- 
merable. If the hypothesis of the continuum is true, then there exists a real 


function g of the first class, defined on J and such that F (y)=g""(y) for 
each real number y. 


21. I. 1938. Niklibore W. Uber das Dreikérperproblem III. 


4. II. 1938. Waraszkiewicz Z. Sur une proprieté caracte- 
ristique de Larc simple. 


Soient: K un continu métrique, R l’hyperespace des sous-continus 
de K, K; le sous-continu de K qui correspond à l'élément ¢ de R; en parti- 
culier soit K,=K. Un sous-continu Ks de K est appelé rétracte topolo- 


1) Fund. Math. 26 (1936), 316 and 313. 
2) Fund. Math. 26 (1936), 311 and 307. 
g* 
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gique de K s’il existe dans R un continu À, unissant les éléments 1 et t, 
et une fonction F(z,t), continue par rapport à l’ensemble des variables 
xeR et teR, telle que: 


1° pour tout teg et xe Ker, F(x,t) est une transformation homéomorphe 
de Kr en Kri, 

20 F(z,tg)=2z pour tout ze Ky. 

L’auteur démontre le théoréme suivant: 

Parmi les continus plans, larc simple est caractérisé par la propriété 
que chacun de 8e8 sous-continus (ne se réduisant a un point) est son retracte 
topologique. 

La démonstration repose sur l’analyse des courbes, dites apparentées 
avec l'arc simple, qui se laissent e-déformer en un arc simple (pour tout e>0). 

11. II. 1938. Sierpinski W. Sur une propriete des espaces 
metriques separables [ Fund. Math. 30 (1938), 129 — 131]. 

11. II. 1938. Kuratowski K. Sur la compactification des 
espaces à connexite n-dimensionnelle [Fund. Math. 30 (1938), 
242 — 246]. 

11. II. 1938. Mazurkiewicz S. Sur les continus indecom- 
posables. 

25. II. 1938. Szpilrajn E. On the equivalence of some classes 
of sets [Fund. Math. 30 (1938), 235—241]. 

25. II. 1938. Rothberger F. (Wien). Eine Aquivalenz zwi- 
schen der Kontinuumhypothese und der Existenz der Lusinschen 
und Sierpinskischen Mengen [Fund. Math. 30 (1938), 215—217]. 

18. III. 1938. Sierpiński W. Sur un probleme concernant 
les familles d’ensembles parfaits [Fund. Math. 31 (1938), 1—3]. 


18. III. 1938. Gillis P. (Bruxelles). Sur les théorèmes d'exi- 
stence du Calcul des Variations. 


La méthode directe, qu'utilisa A. Haar pour dómontrer l’existence 
d'une solution du probleme 


INECE ày) dx dy = minimum DAC EE a) b 
D 


supposé régulier, peut être appliquée à d’autres problèmes plus généraux. 
On peut notamment, de cette manière, démontrer l’existence d’une solution 
du problème | 

[Fon dz’ ...dx"= minimum (FFE ER SA 

Dn 
lorsque la forme quadratique figurant sous le signe de la variation seconde 
est supposée définie positive. 
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25. III. 1938. Mostowski A. Uber gewisse universelle Re- 
lationen. 


Als Relation bezeichnen wir jede Menge r von geordneten Paaren <#,¥y>, 
Die Menge |r|, welche aus den Hintergliedern und den Vordergliedern aller 
Paare <x,y>er besteht, heißt Feld von r. Zwei Relationen r und 8 heißen 
isomorph, in Zeichen r~s, wenn es eine Funktion / gibt, die |r| auf |s| 
eineindeutig abbildet, und zwar so, daß die Bedingungen <#,y>er und 
<f(z), f{y)>es für beliebige x,ye|r| Aquivalent sind. 

Wir setzen für jede Relation r und beliebige Mengen m,nCr|: 


r„=Elvem]-r, r" = F[ven]-r, n= (rr jen 
<x y> x, y> 

Eine Relation r nennen wir universell für das System © von Relationen, 
wenn re& und es für jedes seG eine Menge m(|r| gibt, so daß e-r. Wir 
wollen hier auf die Existenz universeller Relationen für gewisse Systeme 
von Relationen mit abzählbarem Feld hinweisen; und zwar sind es fol- 
gende Systeme: 

(R) das System der transitiven und areflexiven Relationen r mit Inl< No; 

(2) das System der transitiven und reflexiven Relationen r mit Irl< No. 

(2*) das System der Relationen re, welche der Bedingung genügen: 

(*) ist Cz,y>er und (y,a>er, 80 ist t= y; 
(M) das System der transitiven Relationen 7 mit DE No; 
(M*) das System der Relationen re M, die der Bedingung (*) genügen. 


Um unsere Sätze auszudrücken, führen wir noch folgende Bezeichnun- 
gen ein: (X), bzw. [X], bezeichnet für jedes Mengensystem X die Menge 
der Paare <z, y>, wo z,yeX undz(_y, bzw. xC y und y+x, ist, X, bezeichnet 
das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig abgeschlossenen 
und rechtsseitig offenen Intervallen mit rationalen Endpunkten besteht; 
L, bezeichnet das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig 
abgeschlossenen und rechtsseitig offenen Intervallen besteht, deren End- 


punkte von der Form ME (p,q natürliche Zahlen) sind. 

Schließlich wird für jede Relation r mit r die Menge der Paare 
CCZ, P>, <y,q>> bezeichnet, wo <z,y>er und p,q natürliche Zahlen sind. 

Unsere Sätze lauten nun folgendermaßen: 

I. Ist reM, so gibt es disjunkte Mengensysteme K und L derart, daß 
r(K)+[K+L]4 +[K+L]Ę+[L]; dabei ist dann und nur dann reR bzw. 
reL*, wenn K=0 bzw. L=0 ist. 


Man setzt namlich n(x)= JH [(y,z>er] fir zelr| und 


y 
K= fy {<a,z>er), L= fi [<2,2> noner]. 


n(x) n(x) 
II. Die Relation [K,] ist universell für R. 
III. Die Relation {L,\ ist universell für Q*. 


118 SÉANCES DES SECTIONS (XXII) 


II und III ergeben sich leicht aus I und aus einem fruher von mir 
bewiesenen Satz [Fund. Math. 29 (1937), 53, Satz 17]. Etwas komplizierteres 
induktives Verfahren führt zum Satz: 

IV. Die Relation [K,]+{L,} ist universell fur M*. 

Aus III und IV leitet man noch ganz leicht folgende Sätze ab: 

V. Die Relation {L,} ist universell für Q. 

VI. Die Relation ([K,]+{L,})’ ist universell fur M. 


1. IV. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions caracte- 
ristiques analytiques [voir Sur les fonctions independantes III, 
Fund. Math. 31 (1938), 86-102). 


1. IV. 1938. Eilenberg S. Remarque sur les transformations 
de Fourier. 

Soit A(L3)CL? une operation linéaire. Pour que l’on ait A[A(a)]=a 
et ||4(a)|=|ja||, quel que soit ae Li, il faut et il suffit qu’il existe deux suites 
Qis Qą,... et bi bz,- (dont l’une peut être finie) formant ensemble un système 
orthogonal, normal et complet pour L? et telles que l’on ait 4(a;)=a et 
A(b;)=— b; pour i=1,2,... 

1. IV. 1938. Eilenberg S. et Otto E. Quelques proprietes 
de la dimension [Fund. Math. 31 (1938), 149— 153). 


22. IV. 1938. Sierpiński W. Compte-rendu du voyage en 
Italie. 

29. IV. 1938. Eilenberg S. Sur le prolongement des trans- 
formations continues en surfaces spheriques [Fund. Math. 31 
(1938), 179 — 200). 

29. IV 1938. Jaśkowski S. Uber die Entscheidbarkeit der 
allgemeinen Topologie. 


6. V. 1938. Kuratowski K. Sur une propriete des decom- 
positions semi-conlinues. 

Soient: X un sous-ensemble fermé du cube (compact) de Hilbert, f une 
transformation continue de X en un espace Y=f(X) et a un nombre réel 
tel que ôf ‘(y)<a, quel que soit ye Y. Il existe alors une homéomorphie h 
telle que |hf(x)—z|<a. 

Soit #>0 tel que la condition d(E)<£8 entraine ð f"(E)<a. Soit 
Y=Go+...+Gm une décomposition en ensembles ouverts non vides et 
tels que 6(G))<@/2. Soit z,eH,=f (G). Considérons la fonction x corres- 
pondante aux systèmes {G;} et {x} 1), c.àd. la fonction 


o(y, Y —G;) 


x (y)=49(9):Z9+...+4,(9)-2, où APT). TUE 6.) 


1) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyczne 3, 
Warszawa-Lwöw 1933, p. 94. 
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Il vient |x f(z)—2z|<a. En effet, i,,...,i, désignant le système de tous les 
indices pour lesquels ze H tp le point xf(x) appartient au simplexe Tig- zi, et 
le diamètre du simplexe zz,)...2;, est <a, car Gir Qu 0, dono 6(6,+G,) <A, 
d’où ôH +H) <a. 

Chaque transformation continue de Y en le cube de Hilbert (plus pré- 
cisement: en un cube a >2dim Y dimensions) pouvant être approchée 
par une homéomorphie, on peut prendre pour A une homéomorphie telle 
que |k(2)— x (z)| <a—|xf(z)—z| quel que soit z. C. Q. F. D. 

On voit ainsi que l’hyper-espace d'une décomposition semi-continue de X 
à tranches de diamêtre <a peut étre obtenu de X par un déplacement <a. 
C'est une généralisation du th. de M. Eilenberg (C. R. Paris 200 (1935), 
p. 1003) sur l’öquivalence entre les invariants topologiques des transfor- 
mations a petites tranches et les invariants des petits déplacements. 


6. V. 1938. Szpilrajn E. On the isomorphism and the 
equivalence of classes and sequences of sets. 


The author considers some (1-1) correspondences between classes of 
sets, viz: (1) weak isomorphism, i. e. the similarity of these classes consi- 
dered as sets partially ordered by the relation of inclusion; (2) isomorphism 
(„isomorphie algebro-logique“ in the sense of Kuratowski-Posament!)); 
(3) total isomorphism (the notion analogous to the preceding, obtained by 
replacing the finite addition by the addition of an arbitrary finite or trans- 
finite number of sets); (4) equivalence *). The notions (1)-(4) concern also 
sequences of sets. 

The author obtains the following theorem: 

Th. 1. If K and L are two weakly isomorphic classes of subsets of two 
abstract spaces and if each one-element subset of these spaces belongs respech- 
vely to K and L, then K and L are equivalent. 

As simple consequences of Th. 1 the author derives what follows: 

Th. 1.1. Two topological spaces are homeomorphic if and only if the 
classes of the closed sets in these spaces are weakly isomorphic. 

Th. 1.2. There exists a generalized homeomorphism (in the sense of 
Kuratowski) between two topological spaces if and only if the classes of 
Borel sets in these spaces are weakly isomorphic. 

Th. 1.3. The class of the measurable sets (in the interval I=<0,1>) and 
that of the sets possessing the property of Baire in the wide sense (in I) are 
not weakly isomorphic 3). 

Denoting by C Cantors discontinuum and by c (x) the characteristic 
function of a sequence of sets e={E,} 1.6. c,„(%)=(0,tyty...)g, where 1,=0 
if zeEn and in=2 if zen, the author proves: 


1) Fund. Math. 22 (1934), p. 282. 

2) See e. g. Fund. Math. 30 (1938), p. 237. Cf. also M. H. Stone, 
Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), p. 91. 

3) It is the consequence of Th. 2 and of theorem proved by the author 
in Fund. Math. 22 (1934), p. 306. 


120 SEANCES DES SECTIONS (XXIV) 


Th. 2. Two sequences: a=|An)| of subsets of X and b=tBn) of subsets 
of Y are (i) isomorphic, (ii) totally isomorphic, (iii) equivalent, if and only 
if (i) ¢(X)=e¢,(¥), Gi) ¢,(X)=e,(Y), (ii) cz (t)=ch t) for each teC. 

With the help of Th. 2 and of some properties of the characteristic 
function 1), the author proves what follows: 


Th. 2.1. The sequence u of all sets simultaneously closed and open in C 
is universal in the sense of isomorphism, i. e. for every sequence e of sets, there 
exists a sequence of sets belonging to u which is isomorphic to e (Mostowski- 
Kuratowski). 


Th. 2.2. There exists no sequence of sets universal in the sense of total 
isomorphism. 


Th. 2.3. A sequence e of subsets of X is totally isomorphic to a sequence 
of Borel subsets of I if and only if the set ce(X) is analytic. 


Th. 2.4. There exists: (i) a sequence of sets totally isomorphic to a certain 
sequence of Borel sets but equivalent to no sequence of Borel sets; (11) a sequence 
of projective sets totally isomorphic to no sequence of Borel sets; (iii) a sequence 
of sets totally isomorphic to no sequence of projective sets. 


13. V. 1938. Charpentier M. (Paris). Sur les points de 
Peano de certains systèmes d'équations différentielles [C. R. Acad. 
Paris 206 (1938), 1347 — 1349). 


13. V. 1938. Szpilrajn E. On the space of measurable sets. 


Let # denote an abstract measure, i.e. an N,-additive, non negative 
function of a set, defined for the sets belonging to an N,-additive and 
complementative class MH of subsets of an abstract space X; furthermore 
we suppose u(X)=1. 

Putting o(M,, M;)=u[( M, —M,) + (1,— M,)] and identifying such sets 
M, M’ for which o(M, M’)=0, one obtains a metrical space M(u) (Fréchet). 
M(u) can be considered also as a Boolean algebra (the quotient of M and 
of the ideal of sets of measure m zero). 

Let „, and u, be two abstract measures. The author shows that the 
spaces M(u,) and M(x,) are isometric if and only if the algebras M(x) 
and WM(z,) are isomorphic in such a manner that, for the corresponding 
elements of these algebras, the values of u, and #, are equal. 

Definition. Two abstract measures u, and u, are called isomorphic 
whenever the spaces M(e,) and M(u,) are isometric. 

Theorems: I. An abstract measure u is isomorphic to the measure of 
Lebesgue (in the interval I=<0, 1>) if and only if: 

19 the metrical space M(u) is separable, 

2° for each set M such that „(M)>0 there exists a set M’C_M such that 
0<u(M’)<u(M). 


1) Fund. Math. 26 (1936), pp. 308 and 307. 
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II. An abstract measure m is isomorphic to the measure of Lebesgue 
considered for a class of measurable subsets (but not necessarily all) of I if 
and only if the metrical space Wu) is separable. 

The proofs are simple; they make use of some properties of the 
characteristic function of a sequence of sets. 

Th. I can be deduced also from another characterization of the measure 
of Lebesgue, due to S. Jaśkowski (unpublished; presented to the Polish 
Math. Society in 1932 1)]. 


20. V.1938. Szpilrajn E. On some singular sets [Cf. The 
caracteristic function of a sequence of sets and some of its apli- 
cations, Fund. Math. 51 (1938), § 4]. 

20. V.1938. Borsuk K. (présenté par Knaster B.) Sur 
un problème de MM. Kuratowski et Ulam [Fund. Math. 31 
(1938)]. 


27.V.1938. Kozakiewicz W. Sur un theoreme asympto- 
tique du Calcul des Probabilites. 


Soit Z, T)... £, une suite de variables aléatoires. Posons pour 
z et t réels: 


F,(1x)=P|x,<2), y, (= | ar (x). 
—oo 
Fn(z) est la loi de probabilité de la variable zn(n=l1,2,...) et p (t) la 
fonction caractéristique correspondante. Soit en outre: 
Fn(z)=F(x 
et par conséquent n(z) (z) m= 142% 
9„(t)=p(t). 
Introduisons les notations suivantea: 
5 a,=6(x%), b=S(\x, |"), 
où € désigne l'espérance mathématique, et posons: 
a, = 0, Q= l. 
Supposons que le moment b, pour l'entier fixe k>3 existe. Si la fono- 
tion caractéristique g(t) satisfait a la condition 


(C) lim sup |p (t)| <1, 
t +00 


on a d’après le théorème de M. Cramer?) Q,(x)=Fn(x)+ Rn(x), où n(x) 


T, -|- T, -|- | © 


est la loi de probabilité de la variable 7, Fn(x) est une forme 


n 


1) Annales Soc. Pol. Math. 12 (1933), p. 122. 
2) H. Cramér, Random Variables and Probability Distribution, Cam- 
bridge 1937, p. 81. 
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linéaire des dérivées de la fonction de Gauss dont les coefficients ne s’expri- 
ment que par les moments a,=0,..., a, , et sup R,(z)=O(1/n*—”). 
x 


Considérons la fonction réelle V(x) satisfaisant aux conditions: 


(A,) V(—oo)= lim V(z)=0, V(+00)= lim V(z)=1 
x——oo 94% 
+00 -o0 
b, = | lalt aV (2) < +00. a= fi z'dV (z), SEN 


(As) La dérivée, V (x) existe, est continue et lon a |V'(z)|<N pour 
chaque z, N ne dépendant pas de z. 


(As) V(x) est à variation bornée dana l’intervalle infini <—co,+00). 
Posons par induotion: 
+oo oo 
Va(a)= [Vai dV (2, Fnla)= f Vna(z—$) dV (2). 
Theoreme I. Si la fonction caractéristique p(t) satisfait à la condition 
(C), on a 
sup |5_(z)—V, (zn) |= O1 27). 
x 


Le th.I est plus général que celui de M. Cramer. Posons p. ex. 
pour k=4 et 0<a,<4: 
| f(a, ag) = c (2 + 2/a,)/28 ela pour x>—2/a, 


V (z)= 
e) \ f(z, a3)= 0 pour 2<—2/a, 


où f(z,a,) désigne la loi élémentaire de probabilité de Pearson déterminée 
par les trois premiers moments a, = 0, a,= 1 et a,, et c est définie par la rela 


tion f f(z,a,)dr= 1. On obtient alors 
—oo x 
sup | $n(z)— | Hz.agl Vn) dz|=O(1/n). 
a —oo 
Passons maintenant au cas où Lis Dos see Loree OF Yyr Mores Ypo BON 
des variables aléatoires telles que z, dépend seulement de y,. Posons 
pour z, y, t’, t” réels: 


F, (x, y)=P{x,< z, YnLY) 4 Pat t)= | Me dF (sy), 
—00 —oo 


a;=8(z/,yl) , by =X ally Al’). 


Supposons que Fn(z,y)=F(z,y) pour n=l,2,... et, par conséquent, 
que g,„(t,t”)=g(t,t'). Supposons encore que a,,=44=0, a= =l et 
que a, App soient finis pour un certain k> 3. 
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Soit V(z,y) une fonction dont les moments a;, pour 1,5>0, i+j<k—1 
sont égaux respectivement a a,, les moments 6j5,65, sont finis et qui 
satisfait aux conditions: 

(B,) V (—co,y)= V (z,—00) = V (—00,—00) = 0, V (+00,+00) = » 


(B,) V(z,y) possède les dérivées Iv/dz, Iv/dy, C?yfOz0y continues et bor- 
nées dans tout le plan, 
(B,) V (x,y) est A variation bornée dans tout le plan. 


Posons par induction: 


-+-00 +-00 oo oo 
Valzy=| |Vla—tynaF(Em), Vatzyj=| [Vnl2—ty—ndP(En. 


Théorème U. Si Gn(x,y) est la loi de probabilité des variables 
(z,+...+2,)/Vn et lyi +.--+y,)/Vn, et si œ(t’,t’’) satisfait à la condition 


p(t’, t'’)=O(|t'-t’’|) pour |t’|,|t’"|-++00, 


(Cy) rg , ” 
lp(t’,t’’)|<1 pour |t +\t’’|+0, 


on a 
sup |Bn(z,y)—Vn(zn, yn) = O(1/n* 722- 2) pour tout a>0. 
x.y 


3. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Quelques remarques sur la 
structure des polyédres de genre zero. 

3. VI. 1938. Neumann J. (Princeton). Continuous geometry 
[Proc. Nat. Acad. 22 (1936), 92 — 100]. 


10. VI. 1938. Ulam S. (Cambridge, Mass.). The existence 
of metrically transitive transformations [Cf. J. C. Oxtoby and 
S. M. Ulam, The existence of metrically transitive transformations, 
Preliminary report. Bull. Amer. Math. Soc. 44 (1938), p. 347]. 

10. VI. 1938. Szpilrajn E. Operations upon sequences of 
sets. 

The author deals with some kinds of operations upon sequences of 
sets, viz. the class of analytical operations (in the sense of Kantorovitch- 
Livenson)!) and two wider classes of operations defined as follows: 


Definitions. An operation F(E, Ep...) is called operation in the 
sense of the General Theory of Sets, or briefly G-operation (G*-operation), 
if the equivalence?) (the total isomorphism?)) of the sequences: A, Ay Ay... 
and B,B,,B;,... and the equality A=F(A,A,..) imply the equality 
B=F(B,,B;,...). 

1) Fund. Math. 18 (1932), p. 224. 

2) Two sequences of sets 'En} and !En) are called equivalent (or represent 
the same type of equivalence) if there exists a (1:1)-transformation ¢(p) 
such that p(En)= En for n=l,2,... 

3) Cf. this volume, p. 119. 
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Theorems. I. Each analytical operation is a G*-operation. Each G*-ope- 
ration is a G-operation. 


II. A G.operation F(E,,E,,...) is analytical if and only if for each 
set X the equality E=F(E,,Eą,...) implies the equality EX=F(E,X, E,X,...). 

III. The class of all analytical operations is the smallest class K of 
operations such that: 1° each operation ®n(Eı,E2,...)= En (n= 1,2,...) belongs 
to K, 2° and 3° for each transfinite sequence F. (EE. »».…) of operations belong- 
ing to IX the operations ot (E Ep.) and F(E, £,,...)—FAE,, En...) 
also belong to IX"). 

IV. Let T be a subset à Cantor's discontinuum (without the point 0) 
and let ce(x) denote the characteristic function of a sequence e={ En). The function 


Pl pl.) ee AD 


is (i) an analytical operation, (ii) a G*-operation, (iii) a G-operation, whenever 
the set T (i’) is fixed, (ii’) depends only on the set ce(E, + E,+...), (ili’) depende 
only on the type of equivalence?) of the sequence e. 

Conversely, each operation belonging to the classes (i), (ii) or (iii) can be 
represented in this way. 


Examples. 1. G(E,,E,,...)=the first of the sets En which is of the 
smallest power. It is a G-operation but not a G*-operation. 

2. H(E,,Bą,...)=E,-E;,.... or E+ E+... if E,E,+0 or E,E,=0 re- 
spectively. It is a G*-operation but not an analytical operation. 


17. VI. 1938. Lindenbaum A. Sur les bases des familles 
de fonctions. 


D etant un ensemble quelconque, soit “ une famille quelconque de 
fonctions /(...,v.,...) dont chacune des variables x, parcourt ane JE 


(le champ) D et dont les valeurs appartiennent a D. Soient: a* la fa- 
mille des fonctions de k variables /(z,,...,2,) appartenant à &; ensuite, 
Al a. re ay.. 5 a la famille des fonctions de ai trans- 
forment D en lui même d'une façon biunivoque (permutations de D); A” la 
famille de toutes les fonctions que l’on peut obtenir par superposition 
(finie) des fonctions de &. Soit enfin # la famille de toutes les fonotions 
(dans le champ D). 

Après avoir signalé quelques théorèmes élémentaires, l’auteur intro- 
duit la notion de base d'une famille de fonctions. En se bornant au cas le 
plus important, on dira notamment que & est une base exacte pour &, lorsque 
h=, et une base topologique, lorsque £C” est dense dans la famille & 
constituant un espace fonctionnel topologique. I! peut étre question de 
trouver une base aussi petite que OE d’où les notions de base mini- 


I) This th. is analogous to a th. of Sierpinski on Hausdorff operations, 
Comptes Rendus Soc. Sci. Varsovie 21 (1928), p. 463. 

2) Cf. this volume, p. 119. 

3) al“) peut ne pas être identique à #, si p. ex. A contient des fonctions 
d'une suite infinie f(z,,2 .-.)- 
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male (de puissance la plus petite possible), irreductible (ne contenant aucune 
autre base) et absolue (contenue dans toutes les bases). Une base minimale 
existe toujours. Sa puissance dans le cas d'un champ fini ou dénombrable 
pour la famille # des fonctions arbitraires et — & titre d'un exemple diffe- 
rent — pour la famille £ des fonctions définissables du calcul multivalent 
des propositions de M.Lukasiewicz!) est a lire de la table suivante: 


Table des puissances des bases minimales 


Puissance du champ | 


p See ahem A, | 3) À n>2 fini?) N 
Famille de fonctions | | 
| g! ZE" 2 m2) 
| zg"! 2 3 | 23) 
gl® 1 4)5) 1 4)8) 1 3)4) 


1 | 17) 


~ LE 
= = 
~ 

— 


La puissance croit 
vers oo avec n 


ł 
= 

bd 
e 
=~ 
m 
Ne” 
[=] 
a 
R” 
@ 
Ne” 
KO 
D 
a 
— 


Quant aux bases exactes (pas nécessairement minimales) dans les champs 
infinis, l’auteur signale que: 

(1) Il existe une relation binaire Uxy dans le champ denombrable, 
universelle au sens de M. Mostowski®), e. a d.: toute relation binaire 
dans le champ dónombrable est isomorphe a la relation U restreinte a un 
champ convenable; 


1) voir J. Lukasiewicz et A. Tarski: C. R.Soc. Sc. Varsovie 23 (1930) 
p.39, où ce calcul, base sur les notions O et N, est défini par leurs matrices. 


2) Le contenu d’une base dépend de n, mais on voit que la puissance 
[1] 
en est constante, sauf le cas de £ . 


3) Ici, il s’agit d'une base topologique (la topologie étant celle de l’espace 
0-dimensionnel de Baire); pour la base exacte, on aurait la puissance p” 
Cf. ces Annales 13 (1934), p. 131: il est a remarquer que la puissance d'une 
base minimale pour les permutations pourrait étre double de celle d'un 
ensemble des generateurs du groupe. 

4) I] suffit une fonction de gl 

6) L’élement unique de cette base est p. ex. la fonction de M. Sheffer, 
connue en logique. 

8) Un element unique d'une telle base a été trouvé par M. Webb. 

7) Base exacte. 

8) Un element unique d'une telle base a été trouvé par M. McKinsey. 

%) Ce Compte Rendu, séance du 25. III. 1938, p. 117. 
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(2) La réponse & un probléme posé par M. Sierpiński!) est nógative. 
(3) Il existe une fonction continue de deux variables réelles qui ne 8e 
laisse obtenir par aucune superposition (finie) de fonctions continues d'une 
seule variable réelle et de la fonction de deux variables s(2,y)=x-+y 3). 


24. VI. 1938. Leray J. (Nancy). Discussion du probleme 
de Dirichlet [a paraitre dans le Journal des Mathématiques]. 

24. VI. 1938. Kuratowski K. Sur le groupe des transfor- 
mations en circonference [a paraitre dans les Fund. Math. 31 
(1938)]. 


SECTION DE WILNO 


21. II. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions inde- 
pendantes [Fund. Math. 30 (1938), 202—214 et 347 — 364]. 


A 


23. V. 1938. Kempisty S. Sur les fonctions a variation 
bornée au sens de Tonelli [a paraître dans les Travaux Soc. 
Sc. et Lettres de Wilno 13]. 


En posant pour le rectangle R= (a; a+ h; b; b+ k): 
Hi(f,R)=k. min |f(a+h,y)—f(a,y)|, 
b<y<b+k 


H;,(f,R)=h- min f(z,b+k)—f(z,b), 
aqcxcqath 
H (jf, R)=(\|R\°+ Hi+ 43)", 
l’aire de la surface z= f(x,y) au sens de Lebesgue est égale A l'intégrale 
supérieure au sens de Burkill de la fonction H(f,R). Il en résulte les 
propriétés caractéristiques des fonctions à variation bornee au sens de 
Tonelli et des fonctions absolument continues au méme sens. 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 


MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE 
ET POLONAIS A L’ETRANGER 
Dr Rothberger Fritz (Wien). Communication a la Section 
de Varsovie, seance du 25. II. 1938, p. 116. 
Dr Gillis Paul (Bruxelles). Communications a la Section 
de Varsovie, séance du 18. III. 1938, p. 116 et Section de 
Lwow, séance du 30. IV. 1938, p. 111. 


1) Fund. Math. 27 (1936), p. 8. 
2) Cf. les recherches de MM. Hilbert, Ostrowski, Bieberbach. 
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Dr Charpentier Marie (Paris). Communication 4 la Section 
de Varsovie, sćance du 13. V. 1938, p. 120. 

Prof. Dr Popovici C. (Bucuresti). Communication a la 
Section de Cracovie, séance du 4. V. 1938, p. 108. Conférence 
a l’Université de Cracovie sur les équations de Mécanique 
rationelle. 

Prof. Dr Lebesgue Henri (Paris). Communications: a la 
Section de Lwów, sćance du 28. V. 1938, p. 112, a la section 
de Cracovie, seance du 1. VI. 1938, p. 109 et a la section de 
Varsovie, séance du 3. VI. 1938, p. 123. Conférence a l’Uni- 
versite de Lwów, le 25. V. 1938, intitulée Sur les constructions 
a l’aide de la regle et du compas. 

Prof. Dr v. Neumann J. (Princeton). Communication 
a la Section de Varsovie, sćance du 3. VI. 1938, p. 123. 

Prof. Leray Jean (Nancy). Communication a la section 
de Varsovie, sćance du 24. VI. 1938, p. 126. 

Georgieff G. (Sofia), poursuivit ses études a l’Université 
de Varsovie en 1937/38 a titre du boursier du Gouvernement 
Polonais. 

Prof. Dr Biernacki M. (Poznań). Deux conférences a l’Uni- 
versité de Cluj (Roumanie) au cours de la Semaine Mathéma- 
tique (de 23.V à 28. V. 1938) convoquée par cette Université, 
intitulees: Sur quelques points de la theorie des fonctions analy- 
tiques. 

Prof. Dr Sierpinski W. (Varsovie). Cycle de 3 conférences 
à l’Université de Rome, en février 1938, intitulées: Sur les en- 
sembles projectifs. Conférence sous le même titre à l’Université 
de Szeged (Hongrie), en mai 1938. Conférence à la Soc. de 
Math. et Phys. de Budapest, en juin 1938, intitulée: Sur les 
ensembles analytiques et projectifs. 


Il est en outre à signaler le séjour à l’étranger, dans les 
buts scientifiques, de MM.: Dr. Aronszajn N. à Paris, Dr Eilen- 
berg S. a Cambridge et Oxford, Doc. Dr Hurewicz W. a Prin- 
ceton, Dr Kołodziejczyk S. 4 Rome, Doc. Dr Spława-Neyman J. 
à Londres, Prof. Dr Rosenblatt A. a Lima, Dr Ulam S. 
a Cambridge (Mass.), Doc. Dr Walfisz A. a Tiflis. 
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PRIX SCIENTIFIQUES, THESES ET DOCTORATS 


Prof. Dr Bartel C. (Lwów) a obtenu le Prix Scientifique 
de la Ville de Lwów 1938 pour l’ensemble de ses travaux 
scientifiques. 

Doc. Dr Schauder J. (Lwów) a obtenu le Prix Malaxa 
1938 pour son Mémoire sur les ćquations differentielles par- 
tielles du type elliptique et hyperbolique. 


Mgr Butlewski Z., Université de Poznań. These: Sur les 
intégrales réelles des équations différentielles linéaires ordinaires 
[parue dans Prace Matematyczno-Fizyczne 44 (1938), 17—81 
(en polonais)]. 

Mgr Eidelheit M., Université de Lwów. These: Sur les 
solutions des systèmes d'équations linéaires a infinité d'inconnues 
[a paraitre dans Wiadomości Matematyczne, Warszawa (en 
polonais); extrait partiel paru aux C. R. Acad. Paris 205 (1937), 
206-208]. 

Mgr Mostowski A., Université de Varsovie. These: O nie- 
zależności definicji skończoności w systemie logiki (Sur Vinde- 
pendence de la definition de finitude dans un système de logique) 
[parue comme Supplćment a ces Annales 16 (1938), en polo- 
nais]. 

Mgr Pepis J., Université de Lwów. Thèse: Über das Ent- 
scheidungsproblem im Bereich des engeren Funktionenkalküls 
[parue dans l Archive Soc. Sc. Lwów 1937 (en polonais)]. 


En outre, M. Lebesgue Henri, Membre de l’Institut, 
Professeur a la Sorbonne et au College de France, a été nomme 
Docteur honoris causa de l’Université de Lwów. L’acte solennel 
a eu lieu a l’Universite de Lwów le 28. V. 1938. 


LIVRES ET PERIODIQUES PARUS 


Bulletin du Séminaire Mathématique de l’Université de Wilno 1 
Wilno 1938, Séminaire Mathématique de l’Université Stefan 
Batory, Zamkowa 11 (comme fascicule de Travaux de la Soc. 
Sc. et Lettres de Wilno 12, p. 27). Contient 5 travaux de 
5 auteurs. 

Fundamenta Mathematicae 30 (Warszawa 1938, Seminarium 
Matematyczne, Oczki 3, p. 1V+369). Contient 33 travaux des 
16 auteurs. 
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Studia Mathematica 7 (Lwów 1938, św. Mikołaja 4, p. 161). 
Contient 17 travaux des 16 auteurs. 

Wiadomości Matematyczne 44 (Warszawa 1938, p. VI--164). 
Contient 9 travaux de 8 auteurs. 

Opuscula Mathematica (Kraków 1937, Institut de Mathé- 
matiques de l’Ecole des Mines a Cracovie). Contient 3 travaux 
de 3 auteurs. 

Prof. Banach S., Mechanika w Zakresie Szkół Akademickich 
2 volumes (Warszawa-Lwöw 1938, Monografie Matematyczne 
VIII et IX, p. VI+556). 

Prof. Steinhaus H., Kalejdoskop Matematyczny (Lwów 
1938, Książnica-Atlas), paru aussi en anglais sous le titre Mathe- 
matical Snapshots, Stechert, New York 1938. 
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PROBLEMES 


1) Soit E un ensemble ferme et borné des points du plan, 
Z— 0k 
OGR 
pour j+k=0,1,...,n et ay=1. Lorsque les points ¢ varient 
arbitrairement dans E les 4 fonctions de z et ¢ 


=, 61, -Cnt un systeme de n+1 points de E, a= 


Ale Bas, IT la, B(z,c)= zu, fl (djk arily 
C(z,¢)= max Il ae,  D(2,6)= me [I lasi 
(J) k=0 


atteignent leurs bornes inférieures qui seront designees respec- 
tivement par A,(z), Bn(2), Cn(ż), Da(2). 

On sait (Bullet. Acad. Polon. 1933, p. 281—289; ces An- 
nales t. 12, 1934, p. o 71 et t. 18, ee) p. 53—58) que 


n(m+1) 


10 les suites WA,„(z) 2), WB, (2) a VG, (2)}, VDE tendent dans 
le plan entier vers certaines actions limites A(z), B(z), C(z), 
D(z), 2° log C(z) est égal a la fonction de Green du domaine 
infini extérieur a E ayant son pôle à l'infini, et que 3° on 
a identiquement A(z)=B(z). Peut-on affirmer qu’on a aussi 


A(z)=€(z)=D(z)? Probleme de M. F. LEJA. 


2) Soit 4 le déterminant du degré n dont le terme gćnćral 
est de la forme óy+ey, où 6;=0 lorsque i=+J, óu=l et les ey 
sont quelconques. Quelle est la valeur minima M de 4 lorsque 


les e, varient tout en satisfaisant aux inégalités er 
n 


(a est fixe)? (On peut démontrer que 0<M<1—na. Suivant 
une observation de M. Biernacki le minimum M ne peut être 
atteint que dans le cas |ey|=a). 


Probleme de M, T. WAŻEWSKI. 


REMARQUE SUR LES INTEGRALES PREMIERES 
DES SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 


Par S. K. ZAREMBA, Krakow 


§ 1. M. T. WAŻEWSKI!) a posé la question de savoir quel 
est le plus grand nombre d’intégrales premieres indépendantes 
que peut admettre dans un domaine unicohćrent un systeme 
de n équations différentielles ordinaires du premier ordre, 
n’ayant pas de singularités dans ce domaine et admettant 
une caractéristique fermée située dans le meme domaine. Pour 
n=l il n’y a pas de tels systèmes d’équations, mais il peut ne 
pas ötre inutile de faire voir au moyen d'un exemple que pour 
n>1, ce nombre n’est pas inférieur à n—1, et tel est précisé- 
ment l’objet de la présente Note. Nous allons en effet con- 
struire un systeme de deux ćquations différentielles ordinaires 
du premier ordre, définies sans singularités dans une région 
fermée unicohérente, satisfaites par une caractéristique fermée 
située a l’intérieur de cette région, et admettant dans la to- 
talité de cette région une intégrale premiere douée de déri- 
vées partielles ne disparaissant simultanément en aucun point. 


§ 2. Nous allons d’abord décrire un procédé qui dans la 
suite nous servira deux fois a former dans certaines régions 
de l’espace des systemes de deux équations différentielles en 
meme temps que certaines intégrales premières de ceux-ci, le 
tout satisfaisant a certaines conditions particulieres. Plus pré- 
cisément, supposons que dans un voisinage, soit V, de la por- 
tion de surface définie par les relations 


(1) + y +=), 
(2) 1<2<2, 


1) Sur les intégrales premières des équations différentielles ordinaires, 
dans le tome précédent de ces Annales. p. 146-161, Problème 2, p. 157. 
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quatre fonctions de la classe Ć 1), g(z,y,ż), &(2,9,2), q(1,y,2) 
et £(c,y,z) soient données de telle facon que dans ce voisinage 
la fonction y(x,y,z) soit constante sur la surface (1) et que 
l'identité 


à 9 ð 
(3) any) 55 + nm ge) zy HEY) g =0 


y soit partout satisfaite sans que ni le gradient de la fonction 
p(v,y,2), ni le vecteur (£(x,y,z), 7(v,y,2), 6(1,y,2)) ne disparais- 
sent jamais dans V; supposons de plus que l’expression 


arctg z 


puisse etre considérée dans V comme une fonction univalente 
et continue du point (z,y,z). Il s’agit maintenant de former 
quatre fonctions Q(2,y,2), L(x,y,2), M (x,y,z) et N(r,y,2) de la 
classe 0” dans la région, soit R, définie par les inégalités (2) et 


(4) L HY HË 


de façon que sur la portion de surface définie par les relations 
(1) et (2) les fonctions Q(z,y,2), L(2,y,2), M (z2,y,2) et N(z,y,2) 
ainsi que leurs dérivées partielles de tous les ordres soient 
égales respectivement aux fonctions g(z,y,2), &(2,y,2), n(2,%,2) 
et C(x,y,z) et à leurs dérivées partielles correspondantes, et 
que dans toute la région R l’identité 


2Q 9Q UN —_ 
(5) L(2,9,2) ox rue +N (2,y,2) 77 = 0 


soit satisfaite, sans qu’en aucun point de cette région ni le 
gradient de la fonction Q (x,y,z), ni le vecteur (L(z,y,2), M(2,y,2), 
N(a,y,z)) ne puissent s’annuler. 

Sans nuire a la généralité de nos considérations, il est per- 
mis de supposer que dans V on a identiquement 


[E(x,y,2)?+[ (2, y,2)?+[6 (a, y, 2) =l. 
Dans ce cas, on peut encore demander qu’on ait 


(6) Le) TEL (2,9, 2) HIN (2, 9,2) P= 1 


1) C'est-à-dire admettant des dérivées partielles continues de tous 
les ordres. 
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identiquement dans R, ce qui réduit notre tache a définir la 
direction et le sens du vecteur (L(x,y,z), M(x,y,z2), N(x, y,2)) 
en tout point de R. Si, de plus, nous formons la fonction Q(a, y, 2) 
de facon a avoir identiquement 


(7) 3Q/d2+ 0, 


i] nous suffira, grace a (5), de déterminer la quantite 
arct E4 
D 


en fonction du point de R; c’est précisément ce que nous 
allons faire. 

En effet, on peut toujours supposer le voisinage V assez 
restreint pour qu’il ne coupe pas le plan z=0 et que la relation 


y soit partout vérifiée; on peut meme se borner au cas où l’on 
a partout dans V 
0p/92>0. 


On peut alors choisir les constantes a (a>0) et b de façon 
que dans V on ait 


| aVa?+ y+ Hb=o(r,y,z) quand e+ y*?+22=9, 
| af py +2 + b<p(e,y,2) quand 2 +y+2<9. 


Soit alors 
f(z,y,2) = al © PY té in 


et soit t(z,y,2) une fonction de la classe CO” égale à l’unité et 
ayant toutes ses dérivées partielles de tous les ordres nulles 
sur la portion de surface définie par (1) et (2), mais nulle iden- 
tiquement en dehors de V et telle que 


ÀA/9220 des que 2?+y?+22<9 1), 
Ceci étant, posons 


Q(1,y,2)=t(1,y,2)p(v,y,2) H1—1(2,9,2)} -f(1,Y,2) 


1) Pour la fagon de former de telles fonctions, voir par exemple 
A. Bielecki, Sur une généralisation d'un thóoreme de Weierstrass, tome X 
de ces Annales. p. 33-4}. 
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dans la partie commune à V et R et 


Q(x, y,2)=f (x,y,z) 


dans tout le reste de R; un calcul immediat montre que la 
relation (7) est vérifiée identiquement dans R. 


En posant 
M (1,y,2) n(2,%,2) 
arcte ——— = t (2, y,2) -arctge ———_ 
E Limy) (he) Arete y,2) 
dans la partie commune a V et R et 
M(x,y,2) 
arct 2 = 
5 L(z,%,2) 


dans le reste de R, et en demandant que les relations (5) et (6) 
soient vérifiées identiquement dans R, nous determinons au 
signe pres les fonctions L(x,y,2), M(x,y,z) et N(x,y,2) dans 
toute cette region; en exigeant cependant que (1) et (2) en- 
trainent 

L(x, y,2)= (2, y,2), M(z2,y,2)= n(%,4,2), 
on supprime cette ambiguité et il est clair que les fonctions 


Q(x,y,2), L(x, y,2), M(x,y,z) et N(x,y,z) que nous venons de 
construire répondent à la question. 


§ 3. En posant 

| c =(3--rcos0)cosg, 
(8) y=(3+70086)sing, 

| z=rsin0, 
nous introduisons un systeme de coordonnées curvilignes (7,9, 0) 
valable dans l’intérieur du tore correspondant à r=3 dans 
les formules précédentes. Le système d'équations différentielles 
qui, au moyen de ces coordonnées, s’ecrit 


i i 
(9)  cos[0+p— r d0—sin |6-+ p — j |1=0, dr=0, 


peut étre, en coordonnees cartésiennes, mis sons la forme 


dx dy dz 


ss A(X, ¥,2) = B(x,7,2) m C(x,y,2) | 


où les fonctions A(z,y,2), B(x,y,2) et C(x,y,z) sont dé- 
terminées à un facteur arbitraire pres. Nous supposerons 
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dans la suite ce facteur choisi de facon que le vecteur 
(A(x, y,2), B(z,y,2), C(x,y,z)) ait le meme sens que le vecteur 
ayant pour coordonnées currilignes respectivement 


0, sin (0+p— 7), cos (8-9 — À) 


et que sa longueur soit égale a l’unite. Les fonctions A (z,Y,2), 
B(z,y,2) et C(x,y,2), qu’il est inutile de calculer explicitement, 
sont manifestement analytiques. 

Considérons le systeme d’équations (10) dans la région, 
soit R,, définie en coordonnées curvilignes par les inégalités: 


| 1<r<2 


A 


(R,) 


<0<$a des que Ża<p<ja. 


to! 


Le systeme d’équations envisagé ne présente aucune sin- 
gularitć dans ce domaine et il admet r comme intégrale pre- 
miere; on le constate immédiatement en examinant les for- 
mules (9). On trouve aussi une infinité de caractéristiques 
fermées contenues dans /’;; en coordonnées curvilignes, leurs 


équations s’écrivent 
0p=0, r= 0", 


cette constante, d’ailleurs arbitraire, devant etre contenue 
dans l'intervalle (1, 2). 

Cependant, la région Kı n’est pas unicohćrente. Pour ob- 
tenir une telle région, nous allons ajouter à R, deux autres 
régions: une région À, déterminée par les inégalités 


(Rə) —Ii<e<l, rypje 


(c'est la composante bornée de l’ensemble que l’on obtient 
en supprimant de la couche |z|<1 la partie intérieure au tore 
r=2), et une seconde région, soit R,, déterminée, en coordon- 
nées curvilignes, par les inégalités 


(Rz) 0<r<l, —jasp<fm; 
la somme R,=R,+R,+R, est manifestement unicohérente. 
Nous allons maintenant définir dans toute la région R, des 


fonctions F(x,y,ż), X(x,y,2), Y(z,y,2), Z(x,y,z) fournissant 
l'exemple annoncé dans le § 1. 
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Dans R, nous faisons tout simplement: 


F (1,y,2)=r, 
X (2,y,2)=4A(2,y,2), Y(x,y,2)=B(x,y,2), Z(0,92)=C(2,4,2). 


Pour definir les quatre fonctions en question dans R,, on 
n’a qu’a transformer cette région et son voisinage par les 


formules 
/9— ots) BE: £5) 


i dann PR Arin) dc 


la region R, se trouve ainsi transformée en R et il est facile 
de voir que le procédé décrit dans le § 2 peut étre maintenant 
appliqué en remplaçant p(2,y,2), E(1,y,2), n(2,9,2) et &(x,y,2) 
respectivement par la fonction r et les composantes du vecteur 
(A(x,y,2), B(z,y,2), C(x,y,2)) transformé par la transforma- 
tion précédente. En revenant a R, et en transformant en 
meme temps la fonction Q(z,y,2) et le champ de vecteurs 
(L (x,y,z), M(z,y,2), N (2,y,2)) qu’on vient d’obtenir, on trouve 
(apres avoir pris les composantes du vecteur du champ trans- 
formé) quatre fonctions definies dans cette région, que l’on iden- 
tifie respectivement a F(x,y,2), X (2,y,2,), Y(2,9,2) et Z(x,y,2). 


On procedera de meme dans R,; nous ferons correspondre 
au point de k, ayant pour coordonnées curvilignes r,0,9, le 
point de R dont les coordonnćes seront 


+0 29 3 
z=r-\/o—(2. (e +3)" cos§, 


= BE = 
gar |/9-(22 +3) - sin 9, 


29 3 


Les fonctions F(x,y,z), X (x,y,z), Y(x,y,2) et Z(x,y,z) sont 
des fonctions de Ja classe C”? dans la région unicohérente Ro. 
Le systeme d’équations différentielles 


ie DU eee 
X(2,y,2) Y(x,y,z) Z(x,y,2) 


n’a pas de singularites dans R, et admet la fonction F(z, y,z) 
comme intégrale première. Cette intégrale première aussi ne 
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présente aucune singularité dans Kọ. Cependant, le systeme 
precedent d’équations admet une infinite de caracteristiques 
fermées contenues dans l’intérieur de Rọ; ce sont celles que 
nous avons signalées pour le systeme d’équations (10) dans Rè,- 
L’exemple annoncé au début de cette Note est donc construit. 


§ 4. Comme on pourrait se poser la question de savoir si 
un exemple de ce genre peut étre construit avec des fonctions 
analytiques, peut-être vaut-il la peine d'indiquer brièvement 
comment on peut remplacer les fonctions F(x,y,2), X(2,y,2), 
Y(z,y,2) et Z(x,y,2) par des polynomes ayant encore les pro- 
prietes dont il s’agit. 

D’abord rappelons qu’on peut arbitrairement approcher 
dans R, la fonction F(z,y,2) ainsi que ses dérivées partieiles 
du premier ordre au moyen d'un polynome, soit F*(z,y,2) 
et de ses dérivées partielles respectives 1). Pour aller plus loin, 
désignons par ¢ le vecteur dont les composantes sont X(z,y,2), 
Y(z,y,2), Z(x,y,z), par % le gradient de F(x,y,2) et par 7° 
celui de F*(x,y,2). Posons encore 


5=ł AN, 


a la suite de quoi le vecteur ¢ est parallèle au vecteur AA5 
et a le meme sens que celui-ci. Le vecteur 5* etant une ap- 
proximation de % ayant pour coordonnées des polynomes, le 
vecteur P 
t*=n* A T° 

aura aussi ses coordonnées sous forme de polynomes, soit X*(z,y,2), 
Y*(x,y,z) et Z*(x,y,2), approchera en direction et en sens le vec- 
teur t et sera exactement tangent aux surfaces F*(2,y,z)=C". 

En supposant les approximations suffisamment bonnes, il 
est facile de démontrer que le systeme d’equations 


Pis Li Uh at UE € 
X*(w,y,2) Y*(v,y,2) > Z*(c,y,2) 


ainsi que son intégrale premiere F*(x,y,2), jouira dans R, de 
la proprićtć voulue. 


1) Voir par exemple Ch.-J. de la Vallée Poussin, Cours d'analyse 
infinitesimale, Tome II, 2° édition, Louvain-Paris 1912, p. 135, théorème I 
et p. 129-130, Remarque. 


ON BOOLE’AN FIELDS 
OF SUBSPACES IN AN ARBITRARY HILBERT SPACE. I. 


By O. NIKODYM, Warszawa 


This paper deals with closed linear manifolds in a HILBERT- 
HERMITE complex vector-space. Our purpose is to prove that 
each BOOLE’an field composed of such manifolds can be ex- 
tended to a perfect field. (The definitions will be given in 
the sequel). The theorem holds both for separable and for 
non-separable spaces and will find application in subsequent 
papers by the author. [ am indebted to Mr. J. v. NEUMANN 
for the valuable information that the theorem may be proved 
by his methods of week convergence and his theory of ,,Ope- 
ratorenringe“. Our proof is based on geometrical methods 
only and is independent of the general theory of operations. 
It uses only the properties of the projection of a vector on 
a subspace of the space considered. We shall recall some fun- 
damental properties of the Hilbert-space; this seems to be 
usefull, since the separability of the space is not supposed. 
The theorem and general idea of the proof were the subject 
of a communication at the III. Polish Mathematical Congress 
in Warsaw 1937 1). 


§ I. Preliminary concepts. 

1.1. Notations. Given any condition (propositional-function) 
p(-x-), we denote by Zp(-x-) the set of all the elements a for 
which the proposition g(:a:) is true. The symbol Zyf(-x,y-) 
denotes the relation which holds between the element a and 
the element b, if and only if the proposition y(-a,b-) is true. 


1) III Congrés Polonais de Mathematique, Warszawa 28 IX — 3 X 1937. 
Extrait des „Annales de la Soc. Polon. de Math.“ Tome XVI. Année 1937. 
Cracovie 1938, p. 191. 
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If a is a set, then a denotes the power (cardinal number) of a. 
The proposition aea indicates that a is an element of the 
class a; a ea indicates that a does not belong to a. a= b will 
gay that a denotes, by definition, the same thing as b. The 
symbols aCb, aDb, a+-b, a:b, where a,b are sets, have the 
usual meaning, as in the general theory of sets. 0 denotes 
the empty set, / the universal set. Ia denotes the set com- 
posed of the only element a. 


1.2. We shall call abstract (or general) vectors the elements 
of a given not empty class of arbitrary mathematical things 
Z,Y,.... provided that they are axiomatised as follows: 


The fundamental notions are: 

1° z=y, (x equal to y). 

2° x+y, (the sum of x and y; this operation being always 
possible and giving a vector). 

3° Ax or z:A (the multiplication of the vector x by the com- 
plex number A; always possible and giving a vector). 

40 (x,y), (the scalar product of the vectors » and y; always 
possible and giving a complex number). 


Axioms: 

I. c=; if o==y, then y=z; if c=y, y=, then x—=2. 

If z=r, y=y, A=4 then x+y—x+y", A-r=d'-o’, 
(2,9) =(2',y’). 

UI. +y=y+2; c+(y+2)=(a+y)+2;ife+y=x-+y', then 
y=y'; Ac+y)=Ar+ Ay; (At u)x— x + na; Aux)=(Au)a;1-2=2. 

We deduce from these axioms the unitary existence of a spe- 
cial vector 0, called the null-vector, having the properties: 


z+0=z, 0:x=0 for every vector z. 


III. (x,y)=(vy,2)"); (2,y +2) =(v,y) + (0,2); (x, Ay) = A(z, y); 
(2,2) >0; (2,2)=0 is equivalent to 1=0. 
The set of all the vectors is called Hilbert-space ?). 


_— oa ——— — — e—a 


1) If a is a complex number, a=a-ib, then a denotes the number 
a— tb. 

2) See f. inst. M. H. Stone, Linear transformations in Hilbert space 
and their applications to Analysis. New York (Amer. Math. Soc.) 1932. 


140 O. NIKODYM 


We mention the following consequences: the substraction 
m—y of vectors can be defined as the inverse operation to the 
addition of vectors. 

We put —a# a (—1):r. We have (7+y,2)=(x,2)+ (9,2), 
(Av, y)=A-(2,y). 


1.3. In the sequel we shall consider sets of vectors, but 
we shall us confine everytimes to sets H satisfying the fol- 
lowing condition of extensionality !): if xe E and r=2’', then 
Tc € E. 


1.4. The non-negative number ||; V(x,2) is called the 
absolute value of x. The vector x is said to be normalized, if 
|r|=1. The following relations are very known: 


Iz+yi <lxl+lyl, (MINKOWSKI’S inequality) 
|(c,y)| < lel- ly], (CaucHy’s inequality). 


1.5. The number |r—y| may be called the distance of x 
and y. This notion satifies all the conditions required for 
the notion of distance in the HAUSDORF’s metrical topology: 
|r—y|=|y—z|; |1—y|=0 if and only if c=y; 


Ie—vl <|a—2| + |z—y|. 


1.6. The infinite sequence 7,22,...,2n,... may be said to 
converge toward x, and æ may be called the limit of {an}, 
æ—limæ, if 

lim le —x,|=0. 
n->co 


We have lim (2,--yn)=limz,+limy,, lim (4x,)=1 lim an, 
whenever the limits limz,, limy, exist. If limz,=2, liimy,=y, 
then lim(z,,y,) =(x,y), lim|z,|=|z]. The proofs are based on 1.4 
and 1.6. 


1.7. The vectors q,%3,...,Tn, (n>1), are said to be indepen- 


dent, if the relation > 4,: ,=0 implies 41=44=...=4,. 
i 


If for each natural number n there exist n independent 
vectors, the space is said to be of infinite dimensions. 


1) The term is borrowed from Russel et Whitehead's. Principia 
Mathematica. 
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1.3. By 1.5 the Hilbert-space is a topological metrical 
space. It may be complete and separable or not; it may be of 
finite or infinite dimension. 


1.9. Given any non-complete HILBERT-space, we can always 
make it complete by means of the following method borrowed 
from the CANTOR’s theory of irrational numbers. 

The infinite sequence {æy of vectors may be termed fun- 
damental sequence if, whatever e>0 may be, we have |, —1zm|<e, 
provided that n and m are sufficiently great. Two funda- 
mental sequences {£a {y, may be said to be equivalent, if 
lim |2,—2n|=0. Now each saturated class of mutually equi- 


n,m 


valent fundamental sequences may be called guasivector. The 
equality, the addition, the multiplication by a scalar, and 
the scalar multiplication for quasivectors may be defined in 
a very natural manner which imitates the definitions admitted 
in the CANTORS theory of irrational numbers. By 1.6 we obtain 
a new HILBERT-space which is complete and which contains 
a set of quasivectors perfectly isomorph to the given not com- 
plete HILBERT-space. Thus without loss of generality we can 
us confine to complete HILBERT spaces. 


1.10. In the sequel we shall suppose that the HILRERT- 
space is complete. Separability will not be supposed at all. It 
is easy to define a non-separable HILBERT-space. For instance 
call vector each transfinite sequence {a.!, (a=1, 2, .-.; w, ... 2) 


of the ordinal type 2, such that the sum Jla.f, is finite. 
a—1 


Of course there can exist only an at most enumerable number 

of not vanishing terms. The equality, the sum, the product 

may be easily defined; the scalar product of {a} and {ba} 

18 Y Ga: Da It is easy to prove that the HILBERT space thus 
a—] 

defined is non-separable. 

1.11. Two vectors z,y are said to be orthogonal, if (x,y)—0. 
We shall write x | y. The only vector orthogonal to every 
one is the null-vector. The set of vectors {x.} is said to be 
orthonormal if |x.|=1 and Sa | ag whenever a+ . The ortho- 
normal set {Tae} is called saturated, if the relation ca | y holding 


for every Za implies y= 0. 
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If the space is separable, each orthonormal set is at most 
enumerable and vice-versa. 


1.12. Given an orthonormal set (ra) and a vector y, we 
call the numbers (x.,y) the FOURIER-coefficients of y with res- 
pest to {x}, and the sum 

2 (Lay Y) Ta 


the FOURIER-sum of y with respect to {Ta}. 


1.13. In a Fourier-sum there are at most an enumerable 
number of terms different from 0. To show it, observe that, 
given any finit number of indices a4,...,a,, we have 


(1) |S (Gan) Pas! = X Waa Dl. 


The relation ly — (£204) £a | 20 gives at once, by (1): 
a] 


ly —2 2 Gas y) (Y,%.,) +à IOE y) >0, 
and then 
DA CARNES (BESSEL’s inequality). 
g==| 


Thus the Fourier-sum may be always considered as an 
ordinary series. 


1.14. If the orthonormal set is saturated, we have 


Y =À (Gas) Te 

whatever y may be. 

The general proof is the same as in the case of separa- 
bility 1). 

1.15. By a linear manifold we shall understand every not 
empty set E of vectors satisfying the following conditions: 

19 if z,ycE, then c+ ye. 

20 if weH, then A-zeE for each complex number 4. 

Closed linear manifolds will be termed subspaces of the 
given HILBERT-space, and briefly subspaces or spaces. 
> 1) See the cited work of Mr. Stone. w = BET 
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Each subspace may be considered as a HILBERT-space, 
because his vectors fulfill all the axioms specified in 1.2. Trivial 
subspaces are 1) the whole Hilbert space, denoted by 1, 2) the 
null-space, containing the null vector only; it may be denoted 
by 0. A subspace different from 0 and J may be called a proper 
subspace. 


1.16. Given any not empty set E of vectors there exist 
the smallest subspace containing E. It may be termed: the 
subspace determined by E. To prove the unitary existence of 
this subspaces it suffices to take the common part of all the 
subspaces containing E. 


1.14. Given any not empty vector-set K, the vector y may 
be called independent from E, if y does not belong to the sub- 
space determined by E. 


1.18. Given a subspace a and a vector x, there exist one 
and only one vector y, satisfying the following conditions: 


yea, z—y|z for every zea. 


This vector y is called the projection of x ón a and it may 
be denoted by Proj.x or briefly by 2z. 

We shall give the outline of proof of the unitary existence 
of the projection, because we do not suppose the separability 
of the given Hilbert space. 


Let us consider the set of all the vectors +0, belonging 
to a, expanded in a transfinite sequence without repetitions: 


(1) Dy 02, nun Dray a... 


We shall construct a new sequence by the following in- 
ductive manner. We put y,32,. Suppose determined the 
vectors y, for each ordinal index less than a given a>1. Taking 
the set of all these vectors y,, and determining the smallest ordi- 
nal number a’, for which ge, is independent from it, let us put 
Ya Te. The sequence 


(2) YNY «+09 Yury 


is thus perfectly determined. We prove easily that each vector 
(2) does not depend from the preceding ones and that each 
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vector (1) depends from (2). Now we transform (2) in a new 
sequence by means of a process analogous to the known ortho- 
gonalising process of SCHMIDT: Put 


Yı . 
ur 


Suppose defined the vectors 2, for every y<a, where a>1. 
Suppose that the vectors z, constitute an orthonormal set 
and further, that the sets {y,} and {z,} determine the same 
subspace. Let us define 


= YD (2,994) 2 
Ya dT a 2 y? y? 
SE 
ui 
Let us denote by p, the space determined by the vectors y,. 
Since 2(2,y,)-z,ep, and y,ep,, we have y + 0. 
y<a - 
Further we have, by 1.6, 1.13 for any y <a: 
1 
(Zy, Za) = PA p [(2,.; YI— È Cy y, )- (z, 2,)] 


1 
<= ly. | -[.@.,, y.) ~ (z,,, y.) |= 0, 


which proves that 2 | Zy, for y <a. We have |z.|=1. Evidently 
the sets {Y Y.) (2,,2,) determine the same subspace. The above 
urgument shows that 


7172; 009 Say «=> 


is an orthonormal! set, determining the subspace a. 
This being stated, let us take the vector z and put 


(3) Y dr » (22,2) Za. 


It may be shown that yea and that x—y is orthogonal 
to each 2, and therefore to each Tae. Thus y is a projection 
of x on a. There exist only one such a projection. If we 
suppose that y’,y’’ca and that a—y’ and x—y” are both 
orthogonal to any vector in a, we have y'—y'ea and 
therefore (z— y’, y'— y"")=0, (z—y',y—y')=0, which gives 
(W—v,y—y')=0, i. e. y=y". 
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1.19. The formula (3) furnishes us different properties of 

the projection. Let us mention the following ones: 
Proj.(£+y)=Proj,2+ Projay; Proja(Av)=2Projax; 
|Projaz|<|a]; (Proj.x,y)= (x, Proj.y); ProjaProj,2= Projaz; 
if limz,=a, then limProj.2.=Proj, 2. 


1.20. Two subspaces a, b are said to be disjoint, if they 


have no common vector excepted the vector 0. They are said 
to be orthogonal (a | b) if every vector of a is orthogonal to 
every vector of b. Orthogonal spaces are always disjoint. 

The vector x is orthogonal to a, (x | a) if {x is orthogonal 
to each vector of a. 


1.21. If a | b and e is the space determined by the set 
a+b, then 
Proj.z= Projax + Projpz, 


and if vea, then Proj,r—0. 
If zec then there exist one and only one decomposition 
r=gT'--x', where r'ea, zeb; we have z =Proj,z, x'’=Proj,æ. 


1.22. If 10 {a.} is a set of mutually orthogonal spaces; 
2° a is the space determined by the set Ż daj 
3° ge 1; 
then 
1) Projar=2,Proja, 2; 


2) |Projas| = = |Proja, al”. 


1.23. We cab abstract or general BOOLE’an field each not 
empty set of arbitrary elements a,b,... if we admit the fol- 
lowing axiomatisation 1): 


Fundamental notions: 


1. a=b (the element a equal to b). 

2. aCb (or bDa), (the element a is included in b, the ele- 
ment b includes a). 

3. a+b (the sum; operation always possible and giving an 
en 


1) See A. Tarski, Zur Grundlegung der Boole'schen Algebra. I. Kura. 
Math. XXIV (1935), pp. 177-198. 


146 O. NIKODYM 


4. a:b (the product; always possible and giving an element). 

5. coa (the complementary or negation of a; always possible 
and giving an element). 

6. O the null-element. 

1. I the universal element. 


Axioms. 

l. a=a; if a=b, b=c, then a=c; if a=b, then b=a; 

2. if a=a’, b=b’, then a+b=a'+b’, a-b=a’-b’, coa=coa’; 
3. aCa; if aCb, bCc, then aCe; 

4. a=b if and only if aCb and bCa; 

5. aCa+b; bCa+b; if aCe, bCc, then a+ bCe; 

6. a-bCa; a-bCb, if cCa, cCb, then cCa-b; 

7. a(b+c)=a-b+a-.c; a+b-c=(a+c)-(b+6); 

8. OCa; aC]; 

9. a-coa=0; a--coa=l. 


1.24. It follows from these axioms that a+b=b+a, 
a+(b+c)=(a+b)+c, a:b=b:a, a-(b-c)=(a-b)-c. If we put 
a—b-;;a-cob, we see that all the formal properties of abstract 
sets hold for the elements of a BOOLE’an field. Of course 
the symbol vea is meaningless. 

We mention the de MORGAN’s laws: 


co(a--b)=coa-cob, co(a-b)—coa+cob. 
Two elements a, b are said to be disjoint, if a-b=0. 


1.25. The BooLE'an field is said to be perfect if we intro- 
duce infinite operations: 
Jam [lan 
n=! n=l 


satisfying the following conditions: 


10. if a,Cb, (n=1,2,...), then X a„Cb; amC Y ap; 
n=l n=l 
11. if bCa,, (n=1,2,...), then bC J] an; [| anCam; 
a= n—] 


12. b- Y an= Y (b-an), b+ [] an= [] (b+<4,). 
n=l n=1 n=l n=l 
This paper deals with a realisation of BOOLE'an fields: 
its elements are subspaces of a given complete HILRERT-space. 
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§ 2. Finit operations on spaces. In the sequel we shall 
consider subspaces of the given HILBERT space I. We shall 
speak briefly ,,spaces’’ and denote them by latin latters a,b,c,... 
Vectors will be symbolised by z,y,ż,... 


Definition 2.1. A space a is said to be contained in the 
space b, if each vector of a belongs to b. We shall write aCb, 
or bja, and call a subspace of b. 

Evidently aCa, 0Ca, aC1. Further, the relations aCb, 
bCe imply aCe. The inclusion of spaces is a particular case 
of the inclusion of vector-sets. We shall use some operations 
on spaces: 


Definition 2.2. By the product a:b of two spaces a, b we 
shall mean the largest closed space © contained in a and b 
together. 

It is easy to see that there can exist at most only one such 
a elosed space c and it may be shown, in a simple manner, 
that a:b is identical with the set of all the common vectors 
of a and b. 

The multiplication of spaces is commutative and associative: 
a-b= b-a, a-(b-c)=(a:b)-c. We have also the following relations: 
a-l=a, a 0=0, a-a=a, a-bCa, a-bCb. If aCb and a' Cb, we 
have also a-a’Cb-b’. If a:b=0, the spaces a, b are disjoint, 
and vice-versa. The product of two spaces is a particular 
case of the product of vector-sets. 


Definition 2.3. By the sum a+b of two spaces a, b we 
shall mean the smallest closed!) space e containing both a 
and b. 

Obviously there can existe at most only one space c veri- 
fying that condition and it is easy to prove that a--b coin- 
cides with the clorure of the set of all the vectors x+y, where 
rea, yeb. 

It is interesting to mention that Mr. Stone has given an 
example of two spaces a, b, for which a+b differs °?) from 
the set of all the vectors x+y, where rea, yeb. 


1) Mr. Stone, l. c. (p. 21) uses the notation: a@b. 
2) Stone, 1. a. p. 21-22. 


Rocznik Pol. Tow Matem. T. XVN. 11 
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We verify easily that the following relations are true: 
a+0=a, a+1=1, a+a=a, a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+e 
and this space is equal to the closure of the set of all the vectors 
æ+y+2, where xea, yeb, zec. Further we find: aCa+b, bCa+b; 
if aCb, a’Cb’, then a+a’Cb-+b'. 

Observe that, though the inclusion a-c+b-cC(a+b)-c holds 
always, the relation a-c+b-c=(a-+b)-c is generally not true. 
The following theorem is obvious: 


Theorem 2.1. If a’! b, a’ | b, we hawe also (a'+a'') ib. 


Theorem 2.2. If a, 6 are orthogonal, then a+b coincides 
with the set consisting of all the vectors x+y, where rea, yeb. 
Proof. Denoting the set in question by M, we have: 


(1) MCa+b. 


Let 2ea+b— M; there exist a sequence {z,'={r7,+y,\, where 
Ln€A, Yneb, Za—>z. Since yn=(2,—1,) | a, Xn=(21—Yyn) | b, We 
have z„=Projazn, y: —Proj,z,. We know, by 1.19, that the ope- 
ration of taking projection is a continuous one. Therefore 


Proj,2=limProj,2,, Proj,2= lim Pro}, Zn, 


from which it follows that the limits limz,, limy, exist. The 


spaces a, b being closed, we get limz,ea, limy„eb and hence 
z= lim z, = lim g, + lim yn eM. 


This being established, (1) completes the proof. 


Theorem 2.3. If a,b,c are mutually orthogonal spaces and 
tf p=a+b, q=b+c, the space p+q coincides with the set of 
all the vectors x+y, where rep,y eq. 

Proof. We have p+q=(a+b)+(b+c)=a+(b+b)+c= 
=(a--b)+c. Since a | c, b | c we have also (see theor. 2.1) 
(a+b) | c. On account of the theor. 2.2, p+q is identical with 
the set of all the vectors x+y, where vea+b=p, yecCb+ c=q. 
Consequently the set p--q is contained in the set r of all the 
vectors c'+y', where c'ep, y'eq. Since p+q=7r and p+-4Cr, 
it follows 7Cr and therefore r=r, which gives p+q=r. 
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Definition 2.4. Given any space a we call the comple- 
mentary of it, coa, the set of all the vectors which are ortho- 
gonal to a. 

It may be easily sean that coa is a space. This is a con- 
sequence of the fact, that the relation lima,=x implies 


lim (2,,49)=(z,y) for any vector y, (see 1.6). 


We have co0—1, col=0, co(coa)=a, a:coa=0, a+coa=l; 
if aCb, then coaDcob. 


Definition 2.5. We call difference a—b of spaces a,b the 
apace a-cob. 


Theorem 2.4. We have for any spaces à, b: 
co(a+b)= coa: cob, to (a: b)= coa + cob. 


(These formules are analogous to the known DE MORGANA 
law’s of the formal logic). 

Proof. To prove the first formula, suppose zecoa:cob. 
We have zla, x! b, which gives (theor. 2.1) æ | (a+-b). It 
tollows 
(1) coa-cobCco(a+b). 


Conversely, if zeco(a+b) we have x | (a+b), hence x | a, 
x |b, for a, b are contained in a+b. Hence x is orthogonal 
to each vector belonging to a and b, and consequently, x | (a-b), 
which gives zeco(a-b). The relation co(a+b)Cco(a-b), thus. 
obtained, gives, on account of (1), the required equation. 
The second relation of the theorem follows from the first by 
taking the complementary. 

We shall now establish some auxiliary properties of the 
operation introduced above. 


Lemma 1. If aCb, then b=a+(b—a). 


Proof. The relation 
(1) a+(b—a)Cb 


is obvious, for aCb, b—a=b-coaCb. To prove the converse 
inclusion, let ceb. Take y= Proj,æ. Since aCb and yea, we 
have yeb. On the other hand, on account of the definition 
of the projection (7.18), we have 7—y |.a; hence x—yecoa. 
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It follows: x—yeb-coa=b—a. Since 2=y+(x—y) and yea, 
æ—yeb—a, we conclude that rea+(b—a). Thus we obtain 
bCa+-(b—a), which combined with (1) gives the required 
equation. 

The lemma thus established gives at once the equation: 


Theorem 2.5. a=a-b+(a—a-b) for any two spaces a, b. 


Let us observe that the equation a—b=a—a-b is not true 
everytimes, as we may easily see by means of simple examples. 


Theorem 2.6. If (a—a-b) | (b—b-a), we have a—b=a—a.-b, 
b—a=b—b:a. 

Proof. The inclusion 
(1) b—aCb—b:a 


follows from b-aCa, which gives coaC co(b:a). 

To prove the converse inclusion, suppose ceb —b:a 
We have «m | (b:a); then by the hypothesis and theor. 2.1, 
w | b-a+(a—a-b). Hence, by theor. 2.5, w | a. Since seb, 
recoa, we get rehb-coa=b—a. It follows 


(2) b—b-aCb—a. 
The relations (1) and (2) give together 
b—b-a=b—a. 
The second identity of the theorem is quite analogous. 
Theorem 2.7. If (b—a-b) : (a—a-b), then 
(1) b—a-b+(b—a) 
(2) a+b=a-b+(a—b)+(b—a). 


Proof. The relation (1) follows from the known identity 
b=a:b+-(b—a:b), (theor. 2.5) by application of the preceding 
theorem 2.6. 

To prove the second, observe that 


a=a-b+(a—b), b=a-b+(b—a) 
hence 
a+b=a:b+(a—b)+(b—a). 
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Theorem 2.8. The relation (b—a:b)-(a—a:b)=0 is always 
true 


Proof. If reb—a-b, x +0, we have xzea-b, hence xea, for 
if not, it would be wea, ceb and consequently zea-b, which 
is impossible. Hence xea—a-b, for a—abCa. Therefore if 


— 


æe(b—a-b):(a—a-b), we have necessarily x= 0. 


% 3. Field of spaces. The operations having been intro- 
duced and their general properties established, we define 
a fundamental notion, which will be the object of the present 
paper. 

Definition 3.1. We shall terme field of spaces every not 
empty class S of subspaces of the given HILRERT-space I, 
fulfilling the following conditions: 

1° if aeS, then coa es, 

20 if a,beS, then a-beS, 

30 if a,beS and a:b=0, then a | b. 

(The reader may notice that the condition 2° can be re- 
placed by „if a,beS, then a+bes”, which amounts to the 
same). 

In the sequel of the present § we shall consider a given 
fixed field 8. 


Theorem 3.1. 0eS, les. 

Proof. In fact, S beeing not empty there is a certain 
space a belonging to S. Then coaeS, and therefore a: coa=0 eÑ. 
Since 1=co0, we conclude that 7e5. 


Theorem 3.2. Jf a,beS, we have a—beS and a+beS. 

Proof. The first ot these ralations follows from the identity 
a—b—a:cob. To see the truth of the second, it is sufficient 
to observe that a+b=co(coa:cob) (see theor. 2.4). 

Previously we have observed (3 2) that for any three spaces 
a,b,c, the identity (a--b)-c=a-c+b:c is not generally true. 
But we shall see, that it is always verified for any spaces of 
a given field. To prove it we shall first establish a lemma, 
which will be also applied much more later. 
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Lemma. If a,b,c are mutually orthogonal spaces and if 
a=a-d+(a—d), b=b:d+(b—d), c=c-d+(c—d), then 
(a+-b+c)-d=a-d+b-d+e-d. 

Proof. We have 

a+b+c=a-d+(a—d)+b-d+(b—d)+c-d+(e—d), 


where the six spaces on the right are mutually orthogonal. Let 
zed-(a+b+c); hence ced, zea+b-+c. Applying the known 
property of the projection, we get: 

1 = Projaax + Proj,_„c+-Proj,.ax +-Proj,_g0+-Proj,ax + PrOJ.--aw. 

But Proja 48 = Proj, a= Proje a= 0, for ved. Thus our 
equation reduces to: 

æ= Projaax + Projs.aæ+ PrOjeadX, 
hence w2ea:d+b-d+e-d. It follows that: 
(1) (a+b+c) dla d+bd+cd. 

From the other side we have a-dC(a+b-+.c)-d, etc., since 
aCa+b-+e etc. Hence 
(2) ad + bd+cdC(a+b+c)-d. 

The relations (1) and (2) give the required identity. 

Theorem 3.3. If a,b,ceS, then (a+b)-c=a-c-+b:-c. 

Proof. Observe first that given any two spaces p,q of 5S, 
we have, according to theor. 2.8, (p—p-q):(4q—p:q)=0 and 
then, on account of the condition 3° of the Def. 3.1 
(p—p-q) | (4—p"q). This gives (theor. 2.7) p=p-q+(p—q), and 
p+q=p-q+(p—q)+(q—p). This having been observed, we have 

a+ b=(a—b)+a-b+(b—a), 
where the spaces on the right are mutually orthogonal. The 
lemma proved abowe gives therefore: 

(a+ b)-c=(a—b)-c+a-b-c+(b—a)-e 
=[(a—b)-ce+a-b-c]+[(b—a)-c+ b-a-e] 
=[a-c-cob-+-a-b-e|+[b-¢-coa+b-a-e] 
—=[(a-c—b)+(a:c)-bJ+[(b-c—a)+(b:c)-a], 

therefore, since a-c, b:c belong to S, 


(a+b)-c=a-c+b-e. 
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Theorem 3.4. The operations of addition, multiplication, 
substraction and of taking the complementary when applied tą 
spaces of a given field and in connexion with the relation of in- 
clusion of spaces have all the fundamental formal properties hol- 
ding for the analogous logical operations for abstract sets. 


It follows from the theorems proved above. 

The fields of spaces is thus an analogon of an additive class of sets, 
and therefore it is possible to introduce the notion of measure for spaces‘), 
This will be made in subsequent papers by the author. The following pro- 
blem seems to be interesting: Suppose we have defined the multiplication 
and the addition of spaces as before. Suppose that for a class of spaces 
we have axiomatised the complementary in such a manner that the axioms 
of the Boole’s algebra are satisfied ?). We ask whether it is possible to 
define the scalar product (z,y) of vectors in such a manner, that the class 
of spaces in question be a field. 


§ 4. Infinite operations on spaces. Till now we have dealt 
exclusively with finite operations applied to spaces. In order 
to treat also the infinite ones, we introduce the following 
definition: 

Definition 4.1. Given any infinite sequence {a,} of spaces, 


we call their sum Va, the smallest closed space including 
n=1 


each a, and, similarily, we call their product [] a, the largest 
n=] 


closed space included simultaneously in each an. 


The infinite sum and product are well determined and 
they existe always, as we shall prove it at once. 

First we shall see that there can exist at most only one 
such a smallest closed space, which includes every a, Sup- 
posing indeed, that a”, a’’ are two such spaces, we have a'Ca”, 
because a’ is the smallest space. For the same reason we 
have also a’Ca’; hence a’=a”. 

It remains only to establish the existence of the sum. We 
do it by proving the following theorem, which will be also 
used in the sequel. 


1) O. Nikodym, Sur la mesure vectorielle parfaitement additive dans 
un corps abstrait de Boole. Acad. Roy. de Belgique. vol. XVII. 
2) See A. Tarski. l. c. 
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Theorem 4.1. If ta.) ts an infinite sequence of spaces, 
OC 


then putting bn zp 1 +...+0,, (n=1,2,...), the sum Ya, coincide 
n=l 
with the set b of limits of all the convergent sequences ‘Enys 


where Xnebn. 
Proof. We begin by proving that b is a closad space. Given 
any two vectors x,y belonging to b, we have 
s=limr,, where Ln € On, 
n 
y= lim Yny where Une De 
Hence c+y=lim(z, Yn). Since In + y,eb,, we have x+ yeb. 


Similarly taking any number À and choosing any vector x 
of b, we have z—limzx,, where x,eb,; hence Ar=lim(Ar,). 


The vector Az, belonging to bn, it follows that Aveb. Thus we 
have proved that b is a subspace of the given Hilbert space /. 

Now we must show that b is closed. Suppose that zneb, 
Gres...) UNA - We have Zum for conveniently 


chosen EJ Zn k EB, (K=1, 2,...). 

Let «>0; we have or provided that n> /(e), 
where mu(e) iR a certain number depending from e. Similarly 
l2n—2n.] <e/2, if k>v(e,n). Now, fixe n>u(e) and find v(e,n); 
we obtain for k>>(e,n): 


|2— sua < E, Zn.k EDR. 


Choosing &,—>0, we can thus find a sequence of vectors ms 
(m==1,2,...), where Ëm eby, (k, <ką<...) in the manner as to have 


Je—é,,,| Em. 
Since 5,Cb,C..., we obtain, by repeating — if necessary — 
vectors Ëm, a sequence {7,} of vectors, where n,eb,, (s=1,2,...) 
and limn =z. This proves that b is a closed set of vectors. 


It is obvious that a,Cb, for if weap, we have zeb,, tebri., 
which gives 1=limxreb. To prove the property of minimum 
for b, suppose b’ be a closed space including each a,. We shall 
prove that bCb'. We have, indeed, given any vector yeb, 
y=limy, for some y„eb„. Since b,Cb’, we have also y„eb’, 


and therefore yeb', because b’ is closed. Thus we have established 
the relation bCb' which completes the proof of the theorem. 
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The theorem 4.1 beeing thus established, we have proved, 
at the same time, the required unitary existence of the in- 
finite sum. 

The existence of the infinite product need no explicite 
proof, for it is quite clear that the product coincide with the 
logical product of sets represented by the spaces in question. 
The demonstration of the theor. 4.7 gives at the same time 
the following corollary: 


Theorem 4.2. For any sequence lan) of spaces we have 


oo 
2a,=Mb, where b= È an, 
n=l n—1 E 


and where S denotes the logical sum of the sets 6, of vectors. 


Obviously the infinite sum posesses the property of illimited 
commutation and assotiation and the same can he stated 
about the infinite product of spaces. 


Theorem 4.3. If a, | b, (n=1,2....), we have Say, | b. 


Proof. Let yes San By the theor. 4.1 there existe a se- 
quence ‘Yn} of a al such that Yne È a, Y= = im yn. The hypo- 
thesis a, b, (n=1,2,...) gives (ed. 2. 1) Yai _b for any n; 

i 


hence y, | b, from which it follows that y | b. The vector y 
being an arbitrary vector of the sum, the theorem is proved. 


Theorem 4.4. For any sequence ian of spaces we have 


co. 5 ün = f] coan. 


et 
co 
Proof. Since a,C N an, then 
n=l 
= q 
Cod; DCO X a, (i=1,2,.:.), 
n—1 


and therefore, by the definition of the infinite product 


(1) || eo a, 00 Y an. 
rei m | 
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oa 
To show the converse inclusion let us take xef] coan. We 


n=l 


have cecoa,, (n=l,2,...), which gives «© | an. Consequently 
T|.” an, (see theor. 4.3); therefore reco 5 an. Thus we have 
n=l n=1 


obtained the inclusion 
[] coa,Cco San, 
n=1 n=} 
which combined with (1) completes the proof. 


Theorem 4.5. The equation co |] an= > coan holds for any 
n—1 n=l 
sequence {an} of spaces. 


Proof. Putting b,=;coa,, we have from the former theorem 


co > b,= [I CO by. 
fl n=l 
Taking here the complementary, we find at once the re- 
quired equation. 
Two important auxiliary theorems to be need in the se- 
quel are the following ones: 


Theorem 4.6. If a, b, (i,k=1,2,...), belong to a field 8, 
then 
Za BE bp. 
i,k=1 


m 


Proof. Take az Dan bm ar 2 ba (n, m=1,2,...). 


k=l 


Denoting by S the ordinary logical summation of vector- 
sets, we have in view of theor. 4.2: 


2 a= Siar, DI Św. 
=! n—1 m=} 


It follows from them, by account of identity of the logical 
and our special multiplication of spaces: 


— 


(1) Żar PLZ ‘Son S bm Ir An” bm. 


n=1 m—1 n.m—) 


BOOLE’AN FIELDS OF SUBSPACES 157 


But 
S arte a= 5 9 O 
ŚŚ (Sv 


— Gazd., 


1 
since aıC@C..., byCbsC 
Hence 


Sud = S (Sap: À be. 


n m=] 8=1 p=! ql 


Now using the hypothesis that a,, b, are spaces of the 
field, we have, by theor. 3.4: 


5 x 5 
jap Pp: b,= da, bg 
p=1 qi pga 
Hence 
oo co # 
se An Din af” = dp by, 
n,m=1 a=! p,q”1 


The infinite summation being associative and commutative, 
we get finally: 


Far Zn=Xa, bp. 


=] I,k=1 


It may be noticed that the law of distributivity 


is but a particular case of the theorem just established. 


Theorem 4.7. If a,b, (i,k=1,2,...) are spaces of a field S, 
then 


[a+ [] b= [I (art ba). 


=1 h=1 i k=1 
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Proof. Putting a), Coan by q cob, and applying the pre- 
ceding theorem, we get: 
dar dbp = DS air bi, 
i=1 k=1 i,k=1 
because a),b,¢S. By means of the laws of DE MORGAN we can 
write it (theor. 4.4, 2.4): 


co [] a co [] ba = co [| (ai+ be), 
i=1 k=1 ,k=1 


which gives, by taking the complementary on both sides, tha 
required identity. 


§ ©. Perfect field of spaces. The field of spaces consti- 
tutes a realisation of the abstract BOOLE’an field and is 
analogous to an additive class of abstract sets. Now we shall 
define the analogon of a perfect additive class of sets, as it 
is considered in the general theory of measure. We obtain 
thus a realisation of the abstract complet Boole’an tield. 


Definition 3.1. We shall call perfect field of spaces every 
not empty class K of subspaces (of the given HILBERT-space J), 
having the following properties: 

1° if weK, then coaeK; 

20 if la, (n=1,2,...) are spaces belonging to K, then 


YX a„eK, (condition of perfect additivity); 


/ "30 if abe K, a-b=0, then a | b. 

We see immediately that every perfect field is also an 
ordinary field. This definition admitted, we put our principal 
problem as follows: 

Given any field S, is it possible to find a perfect 
field A such that S is contained in K. 

The problem is much more complicated, than the analogous 
problem for sets, just owing to the condition 3°, which causes 
some difficulty. Notwithstanding the answer, as we shall see, 
is positif. Having done a field S, we shall find K by successive 
construction of more and more amplious fields and by means of 
the transfinite induction. But first we shall prove some auxiliary 
theorems and, for this sake, we shall introduce some auxiliary 
notations. 
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Definition 3.2. We agree to say, that a space a is of the 

type 2, resp. /1, if there exist spaces a„eS, such that a= Ja, 
co n=l 

resp. = [f] an. In a similar manner we call a a space of the 


n=1 
type ŻII, resp. IIZ, ifthere existe spaces aires, such that 


= à Nas, resp. a= |] DOM 
i= 
We PF speak Ihe, ale a is of ambiguous type, it it is 


simultaneously of the type ZH and MZ. 

This definition admitted, the theorem 4.6 states that the 
product of two spaces 2 is also a space of the type 2. The 
theor. 4.7 says that the sum of two spaces II is also a space 
of the type M. The above may be written in the following 
symbohe manner: 

Js, wll He 

Theorem 5.1. If a and b are both of the type XIl, their pro- 

duct a+b is also of the same type 2II, ìi. e. SIT SIIC XII. 


Proof. Given two spaces 


a= > || ace, = 4 [] bik, 


I=1 k=1 i=1k=1 


where as,brreS, (1,k=1,2,...), let us put 


co co 
Cr Il Aih s di l bin 
k=1 k=1 
n n 
Cam +} Ci, dn ar 2 d,. 


i=] = 


On account of the theor. 4.2 we have: 


AT WE” 
a - pe IM Sa Ske. S dh), 

n=1 irc De p=) 1=1 k=l 

(1) Ah podp DAC, d 


We have 
dp=(C1 +... + Cp) (d1 +... + dp), 
and then, the spaces c; d} being of the type //, both factors 
on the right are also, by theor. 4.7, of the same type I. It 
follows that c,:d, is of the type JI, and consequently, by (1), 
the space a-b is ZII. The theorem is thus proved. 
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By taking the complementary we obtain from the above 
the following 


w 


Theorem 5.2. If a and b are spaces of the type JIE, their 
sum a+b is also of the same type IX: 


12 + TX CTL. 


We state also the following theorem, whose proof is im- 
mediate: 
Theorem 5.3, LIT + ZTIC ZIT, 
112 TUE, 


Theorem 5.4. If S is a field of spaces, the set S' of all spaces 
derived from S and of the ambiguous type, is also a field. S' 
includes 8. 

Proof. Each aeS8 can be written in the form 


a=) Ha={l 28 
and thus SCS’. LA as, 

To prove that 8’ is a field we shall verify that all the con- 
ditions 1°, 2°, 3° of the definition 3.1 are fulfilled. 

If ac S’, then ais ZI] and therefore, by the theorems 4.4, 4.5, 
coa is IIX. Since a is also //2, then coa is ZII. The space coa 
is thus ambiguous and, consequently, it belongs to 8’. The 
condition 1° is thus satisfied. 

Given any two spaces a,beS’, they are both /72, and there- 
fore, by the theor. 5.3 a-b is also JIX. The spaces a,b are also 
LIT, hence, on account of the thcor. 5.1 a-b is also ZIJI. Thus 
a-beS’, which gives the condition 2°. 

It remains only to prove that given any two disjoint spaces 
a,b of 8’, they are orthogonal. Let us give two spaces 


«=> [fas b=) [[ bin, 
1=1 k=1 ir] 
where a,,,b,4eS and suppose that a-b=0. To prove the 


orthogonality of a and b, it suffice to prove, in a general man- 
ner, the folloving proposition: 


(1) „Given two spaces p=|[p, q=||4,, where p,q,eS, the 
i=] k=1 


relation p:q=0 implies p ! q’’. In fact, suppose it done. 
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Since []a;,Ca, []b,,Cb, the relation a-b—0 implies 
k=! k=} 

fl Ar’ TI b= 0. On account of the hypothesis we can conclude 

k=} k=1 


that [fay | [bis (1,11=1,2,...). Applying the theor. 4.3 we 
k—1 k=1 


deduce a | []b;s (j=1,2,...), which gives, by means of the 
k=l 


same theorem, a | b. 
Thus we proceed to the demonstration of tbe proposition (1). 
Put 


a frs bm a 1% 
=) k=1 


We have a1Da2D..., bD bed... and p= |] an, q= [|Í bm. 
n=) m=1 


Let rep, yeq we have xea,, yeb Cbg, where <y. The 
spaces p,q, belonging to the field S, we have 


da = Qa: ba-+ (aa — be) 
b,=b,-aa+(b,—4a), 


where aa-bg | (a«— be), b,-@a | (d,—a.). Hence 
Proja = Projq, ba 8 + Projg,— bg 
Proj, U m. Proj... aa y iS Prop, aa y. 
It follows for the scalar product: 
(1) (Proj,,2; Projp,y) — (Projq.,.bs%; Projy,.a.9) "R 


+ (Projq,.b,%, PrOjb,—aaY) + (Proj, —bąT, Projb,.aaY) + 
PR (Projq,— bj" Proj5,—a.%)- 
But 
(a.—b;): (b,—a.)=a.-cobs:b.-C0oa.—=0, 
whence (a.—b;) | (b,—a.), which gives 
(2) (Proja. —bg, Projb,—aaY)=0. 
Further we have (a.-bs) | (b,—aa); and so 


(3) (Proj,..b4% Proj,,_a.) = 0. 
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Finally 
a. —bg=a,' CObgC au: €0b,C cob,, 


because <y implies bsDb, and therefore cobgC cob,. Hence 
(a. —bg) | b. and consequently (a.—bs) | D,:aa. 

Hence 
(4) (Proj, bg; Projp,.agy) =". 


Taking (2), (3), (4) in (1) we obtain: 
(Proj,.% Proja, y) — (Proja,. byt, Projh... ae Y)- 
Now, having fixed a, let us make y— oo. Since 


lim Proj,,y=Projyy and lim Projp,.4,y=Projg.a.4s 


we get 
(Proja ®,Y) > (Proja..b3% Proją.a„Y) 
which implies 


(Proj, ż,y)| £|Proja,.z*|: |Proją.a„Y| 


(5) 
<|»| |Proją.a„yl. 


Let us take a— oo. The inequality (5) becomes 
(x, y)| <Iel- [Proj,.p yl. 


Since, in view of the hypothesis, we have p:q=0, we have 
|Proj,.„y|=0, and then (x,y)—0, which gives x | y. The 
theorem is thus established. 

The ambiguous spaces forming a field we can apply to 
them all the ordinary rules, analogous to the rules of the al- 
gebra of sets. 

Remark. By means of the theor. 5.4 it is easy to prove 
the following theorem: S being a field, the set S” of all the 
spaces a,°cob,+...+a,:cob,, (n=1,2,...) where a,b; are of the 
type 2 is also a tield. Evidently SCS"CS'. 


Theorem 5.6. If Sy, Soy- Says day... is any well ordered 
set of fields such that each of them 1s included in the following 
ones, then the logical sum of all Sa is also a field. 


The proof is immediate. 
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All this being established, we proceed to the proof of 
the main theorem: 


Theorem 5.6. Given any field S of spaces there exist always 
a perfect field B which includes Š. 


Proof. We start from the given field S,=S and define 
the well ordered set Sy, Sa,..., Sos... Sa... in the following in- 
ductive manner. Admitting already defined all the fields Sz, 
where f<a, we consider two cases. If a has no immediate pre- 
decessor we put S, identical with the logical sum of all the Sp. 
If a has an immediate predecessor a—1, we define S« as the 
class of all the spaces a, each of which is expressible in the 
form 


= lian =] Ze 


The 


where 4,4 Ag € Sa_4. 

The theorems 5.4, 5.5 assure that all the Sa are fields. It is 
clear that the relation a<ß implies S.C Sp. 

If 2 is the smallest transfinite ordinal number of the po- 
wer N,, the logical sum of all the S., where a<Q, gives a field B. 

We shal) prove that B is a perfect field. Given any se- 


quence (a,: of spaces belonging to B, there existe ordinal num- 


bers {an}, for which An € San . Putting 8 af Yay we have a, «Sa, 


for SC Ss. The sum a, belonging to S: 51, we conclude at 
n=1 
once, that. Be The theorem is thus established. 
n=1 


Having a field S, consider the class /' of all perfect fields 
including S. As it may be easy shown, the common part of 
all these fields / is also a perfect field including S. That com- 
mon part is identical with the perfect field B constructed in 
the proof of the preceding theorem. It is the smallest perfect 
field including S. By analogy witb borelian sets we put the 
following definition: 


Definition 5.3. The smallest perfect field including the gi- 
ven field S is called the BOREL’an extension of S. By theor. 5.6 
this extension exist always. 
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Definition 5.4. If A is any not empty class of closed 
subspaces of the given HILBERT space /, we define ) a as 


a € À 


the smallest closed space including each a belonging to 4, 
By the product f]a we mean the largest closed space in- 


A 
cluded in every a belonging to A. 

We see at ones that the above definition generalize the 
previous notions of finite and infinite sum resp. product of 
spaces. It is easy to ses, that the sum resp. product, if it exist, 
is well determined. In order to prove the existence of the pro- 
duct z! l a, consider the set b of all the vectors x, where z «a, 


neneva acA. The set b is a subspace of 1. We have indeed, 
if z,yeb, acA: 


w,yea, and therefore Ar uyea 


for any complex numbers À, u. The set b is closed, because, 
if £ eb, cz, we have z„ea for any aeA and hence zea.. 
Thus b is a closed space included in every a. Suppose b' to 
be a closed space, which is included in every a. Each vector 
y of b’ belonging to every a, belongs also to b. It follows, 
that b'Cb. Thus we have shown that b=[ I a, and therefore 


the existence of the general product is established. To prove 
the existence of the sum, consider the class B of all the closed 
subspaces b of J, each of which includes every aeA. Such 
a space does exist, for J satisfies the above condition. Take 
the general product cz up b. We shall prove that c is the 


required sum. Let aeA. Se aCbeB for any b, it follows 
that aC|/b i.e. aCe. Now suppose that the closed space c’ 


beB 
includes every aeA. Then c’ belongs to the class B; hence 
cCc’. The existence of the general sum is thus established. 


Theorem 5.4. If 1 is a separable Hilbert-space and B 
a perfect field of closed subspaces of 1, then given any not empty 
subclass M of B, the spaces 


Ż a, Il a 


ae M ae M 


do belong to B. 
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Proof. Suppose all elements of M be well ordered: 
Chg a, oo ey Ding «005 Dery 2.. 


We derive from this sequence an another transfinite se- 
quence by the definition: 
ba 2 ag, conformingly to the def. 5.4. Evidently the 
<a 


inequality a'<a' implies beCbe. We construct an another 
transfinite sequence by the following inductive definition: 
We put ĉ = bı. Suppose defined all cs, for B<a. Then we 
define c. a8 to be equal to b,, where y is the smallest ordinal 
number for which b 72 2 Ch porę 2,6% n. b. if such a number 


exist. If not, the res do Dh We see at once that, if 
a’<a’’, we have ¢a'CCe, Ca + Car. Clearly 2, Came 2 a. If 


a' <a” <a the spaces Car —Ca, Ca''—Ca' are ass and 
both different from 0. 

From the above it follows that the transfinite sequence 
C3, Czy 11.) €0y 1:9 Cay... Must finish for an index <Q, for, if not, 
there will be an not denombrable set of mutually orthogonal 
spaces different from 0, which is impossible on account of 
the separability of the HILBERT-space. Thus 3'c is a sum 


containing at most an enumerable number of terms. Conse- 
quently that sum, i. e. a belongs to B. 
aeM 


An analogous reasoning may be used to prove that [JaeB. 
aeM 
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EINIGE SATZE UBER DIE EXTENSOREN 


Von AKITSUGU KAWAGUCHI, Sapporo, Japan 


Es ist wohlbekannt, dass eine skalare Funktion ©(v,,w!*!) 
von Komponenten beliebiger kontravarianter und kovarianter 
Vektoren vhp w! (4=1,2,..,H; u=1,2,..,L) im N-dimensio- 


nalen Raume als eine Bankier Plaża ży Ti an) nur ihrer 


Skałarprodukte o{=v,,w!"' und, im Falle H>N bzw. L>N, von 
den Verhältnissen 07, bzw. tł 27 der Determinanten von 


der Gestalt oz Pay bzw. |wi'l...wieNl| dargestellt werden 
muss, wenn die funktionale Form der Funktion © unter jeder 


regulären Punkttransformation von der Klasse » im Raume 
zx'=zx'(x") unverändert bleibt, d. h. 


P(v! fay Oh) = D (viry wiel), 


wie auch die Vektoren v;,,w/*! gewählt werden mögen. 
Das Hauptziel dieser kleinen Arbeit ist, den oben erwahnten 


Satz auf den Fall der Extensoren zu verallgemeinern. 


1. Unter dem Extensor') verstehen wir den Tensor in 
bezug auf die erweiterte reguläre Punkttransformation länge 
einer Kurve z'=7r'(t): 


z'=xi(x"), 
2 = Xie", 
#4 1)i er (DY) 
(1) s = Xiao "+ Xie", 
‘(MP (MM ‘(ay 
T = X (art 9 a= 0,1, 2, eoeg M, 


1) Der Name „Extensor“ ist zuerst von H. V. Craig eingeführt 
worden. H. V. Craig, On tensors relative to the extended point transformation. 
American Journal of Mathematics 59 (1937), 764-774. 
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wobei wir einfachheitshalber setzen: 


da de’ da 
ai —y a — , 
(2) d dt” dir 
z on ro! _ vB) 
r= Jy" (er = Zi 


Mithin transformieren sich zum Beispiel die Komponenten 
des gemischten Extensors 7';",, dritter Stufe von Ordnung M, 
der exkontravariant einer Stufe, exkovariant einer Stufe und 
kovariant einer Stufe ist, bei der erweiterten regularen Punkt- 
transformation folgendermassen: 


1 db)t 
Ti p= T? u Xi XG Zieh - 


Aus den Grössen Xia ergeben sich die Beziehungen 


*» yć dw m” 7 
x _ (z) xP m = GZ Ził für a>ß 

(3) — y’ , 
= Aj für a= ß 
=0 für a<ß, 


und für das Produkt der zwei Punkttransformationen xz'=x'(x"}), 
z'—x"(x") bestehen 


(a) y>(A)r (a): 
Mgr Atyju = (Yu 


Da die Determinante |X| (—die Indizes a und 8 laufen 
über die Werte 0,1,...,M und gleichzeitig die Indizes ? und r 
über die Werte 1,2,.... N—) den Wert |X,|*"*' hat und dieser 
von Null verschieden ist, so existiert die umgekehrte, erwei- 
terte, regulare Punkttransformation. 

Für einen kontravarianten Vektor v’ und einen kovarianten 
Vektor w, haben wir eine und nur eine Art der Uberschiebung 
e=v'w,. Es ist bemerkenswert, dass dagegen für einen ex- 
kontravarianten Extensor erster Stufe von Ordnung M V“ 
und für einen exkovarianten Extensor erster Stufe von Ord- 
nung M W, nicht eine, sondern M-+1 Arten der Uberschie- 
bungen !) vorhanden sind: 


M 
(4) EDA W Le Wo. 
B=A 


1) H. V. Craig, a. a. O. A. Kawagu chi, Some intrinsic derivations in 
a generalized space. Proceedings of the Imperial Academy 12 (1936), 149-161. 
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2. Zur Vorbereitung wollen wir zuerst einige Satze!) vor- 
fuhren. 


Satz 1. Die N(M-+1) Grössen V”, a=0,1,...,M seien die 
Komponenten eines czkontratarianten Extensors erster Stufe 
con Ordnung M, dann sind die N(K +1) Grössen V“, 
a=0,l,....K(=M) Komponenten eines exkontravarianten Er- 
tensors erster Stufe von Ordnung K. 


Das folgt unmittelbar aus der letzten Beziehung von (3). 


Satz 2. Lassen wir die N(M+1) Grössen Wa, a=0,1...., M 
die Komponenten eines exkovarianten Extensors erster Stufe 
von Ordnung M sein, dann bilden die N(K+1) Grössen 


ry Sz) Wu-r+1i?), A=0,1,..,K(=M) die Komponenten 


eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 


Beweis. Der Satz wird aus der ersten Beziehung von (3) 
bewiesen. In der Tat kann man sogleich aus den Transfor- 
mationsgleichungen des Extensors 


(5) Wu-kruj= X M Kay W r 

wegen der letzten Beziehung von (3) ersehen, dass man 
B>M—K+a. 

setzen darf. 


Setzen wir somit 
y=—(M—K), 


dann kónnen die Gleichungen (5) folgendermassen umgeschrie- 


ben werden: 
s(M=K 
W yM_k+a, JE Aime Kay W u—K+y,ry 
1) Diese Sätze über den Extensor erster Stufe können leicht zu sol- 
chen uber den Extensor beliebiger Stufe erweitert werden. Zum Beispiel: 
Satz. Die N3(M+1)(M'+-1) Grössen U“ - gp a=0,1,.., M; 8=0,1,..., M” 
seien die Komponenten eines Extensors zweiter Stufe, exkontravariant erster 
Stufe von Ordnung M und exkovariant erster Sale von Ordnung M’, dann 
‘M’— K’+J ai 
sind die N?(K-+1)(K’+1) Grössen r ju“ gp 2=0,1,. „BR; 
T=0,1,..,K’ (KM, K'=M") die Komponenten eines Extensors zweiter 
Stufe, exkontravariant erster Stufe von Ordnung K und exkovariant erster 
Stufe von Ordnung K’. 
2) Kapitalindizes, welche in einem Glied mehrmels erscheinen, werden 
nicht summiert. 
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die nach der ersten Beziehung von (3) in 
(M —E-+-y) ... (+1) yoy 
PERECA eae) ze 
iibergehen. Daraus geht hervor 


aj ifar oe (M—K+y)! y 
(M—K)!A! Ala Me ale alas 


was die Richtigkeit des Satzes beweist. 

Wegen des Satzes 1 und des Satzes 2 erkennen wir ohne 
Schwierigkeit, dass die Grössen g!“] in (4) Skalare sind. 

Satz 3. Wenn die N(M—K) Komponenten V“, a=0,1,..., 
M—K—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M alle gleich Null sind, so formen die N(K-+1) Grössen 


--1 4 4 
je VM S+LiI DT=0,1,...,K, welche aus den übrigen 


Wu-r+i, = Wu K+y.r 


W uk 1j=X 


Komponenten des Extensors gebildet werden, die Komponenten 
eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 


Beweis. In den Transformationsgleichungen des Extensors 


(7) yet XV", 
dürfen wir annehmen, dass 
PzH—K, 


denn die Glieder, in denen die Grössen V”, 8=0,1,..., M — K-—1 
enthalten sind, sind in der rechten Seite wegen der Hypothese 
des Satzes alle gleich Null. Somit kónnen wir auf Grund der 
letzten Beziehung von (3) setzen: 
a>M—K. 
Setzen wir daher 
P=a—(M-K) und d6=f—(M—K), 

dann sind 


Mak FIE eM KAD iar MM K+, 1 
4 = A(M-K+ör Ý 


= (M — KRK+T)...(1+1) [iM -K+ö,r 
a I er IT 
(M—K +8) ...(6+1) 


LUM KE)! puri yg 0!(M—K)! puro.: 


(M—K+Iy!" ~ ~ OF (M—K+6)! 


Die letzten Beziehungen beweisen den Satz. 
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Satz 4. Die N(M—K) Komponenten Wa, a=K+1,..., M 
eines eckovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung M seien 
alle gleich Null, dann sind die übrigen N(K +1) Komponenten 
Wa, a=0,1,...,„K des Extensors die Komponenten eines ex- 
kovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K. 

Der Satz folgt aus der letzten Beziehung von (3). In der 
Tat dürfen wir wegen der Hypothese des Satzes in den Trans- 
formationsgleichungen 

W r= Xion Wor 
so ansehen, dass BK. Somit erhalten wir aus (3) auch aSK, 
und die Behauptung des Satzes ist deswegen richtig. 


3. Fassen wir die Satze 1 und 3 bzw. Satze 2 und 4 zu- 
sammen, so lauten sie: 


Satz 5. Wenn die N(M—K) Komponenten V™, a=0,1,..., 
M—K-—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M alle gleich Null sind, so bilden die N(G+1) Grössen 


— —1 = y y 
in p | PET [=0,1,..,G(5K) die Komponenten 


eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung G. 
Satz 6. Die N(M—K) Komponenten Wa, a=K-+-1,..., M 
eines exkovarianien Extenscrs erster Stufe von Ordnung M 
seien alle gleich Null, dann sind die N(G +1) Grössen 
(“ say je) Wk—G+4,1, A=90,1,...,4(SK) die Komponenten eines 
exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung G. 
Aus den Satzen 5 und 6 ergibt sich ohne weiteres 


Satz 7 Es seien V™ bzw. Wy, die Komponenten eines es- 
kontravarianten bzw. eines exkovarianten Extensors erster Stufe von 
Ordnung M bzw. M' und die N(M—K) bzw. N(M'—K’) Kom- 
ponenten vo, a=0,1,...M—K—1 bzw Wa, B=K’+1,.., M 
alle verschwindend, dann ist 

z) 
pF-GiK,K')= X (HIV Wa für M-—KZK'—G, 


a=K'—G 
(8) M—K+G 


UK, = X (7) VU" Wows fir M-K>K'—G 


u=-:M- -K 
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ein Skalar, wobei G eine beliebige ganze Zahl mit der Beschränkung 
0<G=Min(K,K') 
wt, und wir setzen 
H=K-K—M<—G und H=M+G—K—K. 
Beweis. Aus Satz 5 und 6 erkennen wir sogleich, dass 
d nai 7 À ow É Le 2 y i 4 RE \ 
die Grossen = rn yo zw. Fe ra al Wre- 
T=0,1,..,@ die Komponenten eines exkontravarianten bzw. 
eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung Q 
sind. Somit ist 


„A 
Wy G+y. i 


G 
one 3 [#72 = +) pr 
pz y y 
y—0 
ein Skalar. Nun setzt man 


a=y+K'—G fur M — K< K'—G 
=y+M—K für M—K>K'—G@, 


dann ergibt eine leichte Berechnung 
‘__@)\-t 
ir OK GI(K,K') fir Hz0 


M—K 


(KG) KK) für  H'>0. 


Der Satz ist jetzt bewiesen. 
(8) ist eine Erweiterung von (4). Denn, setzen wir 
K=-K = M, M—G=A, a= f, 
dann wird der Skalar (8) 
M 
A À, i 
oA M, M)= > Bale Was 
B=A 


das nichts anderes als (4) ist. 


4. Wir wollen jetzt daran gehen, den Hauptsatz zu beweisen. 
Betrachten wir eine skalare Funktion ©(S" Viù, Wy) einiger 
Skalare S"! und einer Zahl von exkontra- und exkovarianten 
Extensoren erster Stufe von verschiedener Ordnung Vials wi, 
und setzen voraus, dass die Funktion © bei jeder erweiterten 
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regulären Punkttransformation (1) auch in funktionaler Form 
invariant bleibt, d. h. 


(9) DS, Vi WE) DS", Vin, Wi), 


wie auch die Skalare S"! und Extensoren Viz, Wy! gewählt 
werden. Wir lassen K die grösste aor den Ordnungszahlen M, 
und M, der Extensoren Via und w; sein und wahlen LS 
Extensoren Vi, und wy! aus den Datena Via und we, 
dass sie von hóchster Ordnung K sind. Wenn die An- 
zahl der Extensoren Vix; grösser als N ist, dann werden die 
Vektoren Vy!) alle durch willkürliche N Vektoren View 
w=1,2,...,N unter den Vektoren Vi} linear dargestellt: 


(10) Vin= 0% Vin 


wobei o; ein Skalar ist und ein Verhältnis zweier Determi- 
nanten von der Gestalt 


©) 70 al] | 70 
(11) 07 =|Vih. Vie nn ions Vil [Vin Vow 


sein soll. Denn wir diirfen annehmen, dass die N Vektoren pu, 
linear unabhängig sind, da die Extensoren Vi; willkürlich 
gewählt werden können. Die Komponenten va. des Extensors 
von Ordnung K 


sei au wTyaı 
(12) V z =V in—orVia 
sind wegen (10) gleich Null, somit sind die Gróssen 
(13) Vie Tay ah kafle, 1 


nach Satz 3 die Komponenten eines Extensors von Ordnung 
K—1. Ersetzen wir 


(14) Via =(1—1)' Diag + aż Dial r'=0,1,...,K 


in D, dann ist die Anzahl der exkontravarianten Extensoren 
Vi von Ordnung K, welche in © enthalten sind, höchstens N. 
Wenn die Anzahl der Extensoren W};! von Ordnung K See 


e e nn — s — 


1). Aus Satz 1 ersehen wir gleich, dass Vy die Pe eines 


exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung Null, d.h. eines 
gewöhnlichen kontravarianten Vektors sind. 


EINIGE SATZE UBER DIE EXTENSOREN 173 


als N ist, dann wahlen wir, in ahnlicher Weise wie oben, 
N linear unabhangige Vektoren wi unter den Vektoren wi 1) 
und stellen dar: 

(10') wer, 52 

wobei 

(11') Te =|Wh.. „W "wie 147 ey Whey | W's... WE 

ein Skalar ist. Nach Satz 4 sind dann die Gróssen 

(13') Wi, = whe Wy! B=0,1,..., K—1, 


die Komponenten eines Extensors von Ordnung K—1. Er- 
setzen wir somit 


(14') ww ot Wiel B=0,1,...,K 


in ©, dann ist die Anzahl der exkovarianten Extensoren w! 
von Ordnung K, welche in © enthalten sind, hóchstens N. 
Wie dieses Verfahren zeigt, soll die durch Ersetzung von (14) 
und (14') erhaltene Funktion © als die Funktion von neuen 
Argumenten unter jeder erweiterten regularen Punkttransfor- 
mation (1) in funktionaler Form auch unverandert bleiben, 
wenn sie sich als die Funktion von alten Argumenten genau 
so verhält. 

Wegen der obenerwahnten Tatsache durfen wir ohne 
Schaden der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Funktion © 
die hóchstens N exkontravarianten sowie die hóchstens N 
exkovarianten Extensoren Vi;1, Wy! erster Stufe von höchster 
Ordnung K enthalt, wahrend die in © enthaltenen Extensoren 
von niederer Ordnung als K mehr als N sein mógen. 

Wenn wir dis in (9) umgeschriebene Beziehung 


POSE Vin, WH) = DS, XV, Xie WE) 
nach X differenzieren, bekommen wir wegen (3) 


(15) Rz VI — 


! KR — WJ KK 
over, cz 


1) Setzen wird K=0 in Satz 2, so kommen wir leicht zu dem Schluß, 
dass die N Grössen Wie, j=1,2,...,N die Komponenten eines Extensom 
von Ordnung Null, d.h. eines gewöhnlichen Vektors sind. 
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da die Differentiation der Beziehung Xii; X/,=0,6;, die für 
zwei einander umgekehrte, erweiterte, reguläre Punkttrans- 
formationen entstehen soll, nach X”) uns liefert 


RL + IR = - 9 XY = 


= UK ) 
JA; 


damit 


zg AUS Xt, ri Od HEX. 


gelten. (15) führt: uns durch Setzung von X,=6, zu 


à 
16 0 = —— Viz, — -——_ Wh: 
(16) vi, [2] owi 
Da die Extensoren Vii, bzw. W$! willkürlich gewählt wer- 
den dürfen, kann ohne Schaden der Allgemeinheit angenommen 
werden, dass die Vektoren Viy; bzw. W 1) voneinander linear 
unabhangig sind und auch die Determinante 


W = |W"! u',]=1,2,...,L(=N) 


von Null verschieden ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 
die Grössen 2Ø/ 0V K, r=1,2,...,N die Komponenten eines ko- 
varianten Vektors sind, und es muf der Vektor wegen (15) durch 
Vektoren wi | linear ausgedrückt werden: 


oD A pyte | 
(17) wi = Aw Wy- 
Wenn das nicht der Fall ist und die Vektoren 
7 oD 
Ty = AZ WE 
Vie) 


von den Vektoren W%;! linear unabhängig sind, dann gewin- 
nen wir jg Vur=0, das mit der linearen Unabhängigkeit der 
Vektoren Viry im Widerspruch steht. Wir ziehen nun die 
Skalare 

(18) of = VW 


') Die Anzahl der Vektoren Vi bzw. wię! kann gleich oder kleiner 
als N sein. 


EINIGE SATZE UBER DIE EXTENSOREN 175 


in Betracht und sehen diese Beziehungen als ein System von 
linearen Gleichungen mit Unbekannten vo j an; dann kann 
man das System wegen W=+0 in bezug auf diese Unbekannten 
lösen. Die Lösung besitzt die Form 


19) vi pe (ov — 5 va wg — > vt wii), 
i=L+1 


wobei wi das algebraische Komplement des Elementes wi 
in der Determinante W bedeutet. Wir setzen die rechte Seite 
von (19) an die Stelle von V4 in © und stellen die nach dieser 
Ersetzung abgeleitete Funktion © durch Y dar; dann ent- 


stehen auf Grund von (17) für 7>L 


w o Ld wily 2h 
ait, avi; W = 
m AŻ We). we 4 wię "+ Ser =0, 


ti 


da Wk, W! = ôW ist. Ausserdem folgt aus (16) 


oP JD Di W „ o 
— Via 
we W awk! 
a 20 
mm wę! Win W + wie! 


Deswegen enthält Y wirklich die Argumente Vj; und Wir! 
nicht. Das besagt, dass die betreffende Funktion ® von den 
Skalaren, in denen die Skalare avs den Formen (11), (11') 
und (18) enthalten sein mögen, und von den Extensoren von 
nur niederer Ordnung als K abhängen soll. 

Also können wir durch Induktion behaupten !) 


1) Ein spezieller Fall von Hauptsatz 1 sowie von Hauptsatz 2 ist 
schon von demselben Verfasser bewiesen worden. A. Kawaguchi, On the 
contractions of extensors. Proceedings of the Imperial Academy 14 (1938), 
237-241. 


176 A. KAWAGUCHI 


Hauptsatz 1. Es sei eine skalare Funktion (Vin, Wii) 
einer endlichen Zahl der exkontra- und der exkovarianten Ezten- 
soren erster Stufe von verschiedener Ordnung Vin, Wi) mit der 
Eigenschaft gegeben, dass sie bei jeder erweiterten regulären Punkt- 
transformation auch in funktionaler Form erhalten bleibt, wie auch 
die Extensoren gewählt werden; dann muss ® als die Funktion 
von nur Skalaren von den Formen (11), (11') und (18) dargestellt 
werden. 


Auf ganz analoge Weise kann man beweisen: 


Hauptsatz 2. Wenn ein gewöhnlicher Tensor T (Vix), Wy) 
einer beliebigen Stufe von den Komponenten einer endlichen Zahl 
der exkontra- und der exkovarianten Extensoren erster Stufe von 
verschiedener Ordnung Vins wy! abhängig ist und bei jeder erwei- 
terten regularen Punkttransformation auch in funktionaler Form 
unverändert bleibt, wie auch die Extensoren gewählt werden; 
dann muss T von nur Skalaren von den Formen (11), (11') 
und (18) und von einigen gewöhnlichen Vektoren abhängig sein. 


Hauptsatz 1 suggeriert, dass die Skalare, die wir aus Ex- 
tensoren erster Stufe aufzubauen imstande sind, wesentlich 
nur von den Arten (11), (11') und (18), folglich auch (4) sein 
müssen. 


Juli 1938. 


SUR QUELQUES POINTS CONCERNANT 
LA NOTION DU COMITANT 


Par ST. GOŁĄB, Kraków 


Le but du présent travail est: 1) de préciser dans le do- 
maine de la theorie moderne des objets géométriques la no- 
tion bien connue et depuis longtemps employée, notamment 
la notion du comitant, 2) de definir les notions du comitant 
propre (pur) et du micro- et macrocomitant, 3) de donner deux 
théorèmes fondamentaux se rapportant à la „pureté“ des co- 
mitants d’un certain type. 


§ 1. Soit donné un espace analytique R avec un pseudo- 
groupe ® des transformations. Nous dénotons les points va- 
riables de l’espace R par Z, les systèmes „admissibles“ des 
coordonnées par B 1). 

Si au point =, et à chaque systeme B correspond d'une 
facon univoque une suite (finie ou infinie) de nombres: 


(1) © (ox 


nous disons alors qu’au point =, est defini un objet 2. Les 
nombres (1) sont appelés les composantes de cet objet par 
rapport au systeme B. 

L’objet 2 s’appelle un objet géométrique, si la connais- 
sance des composantes dans un certain systeme des coordon- 
nées B, et la connaissance de la transformation, qui conduit 


1) Le lecteur qui veut se mettre au courant de la théorie d’objets 
góomótriques soit renvoyé au travail de MM. Schouten et Haantjes, 
On the theory of the geometric object. Proc. of the London Math. Soc. Ser. 2. 
Vol. 42 (1937), p. 356-376. 
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les composantes dans le systeme B,. Symboliquement notons 
cette circonstance comme suit: 


(2) Q)=f"(Q1; Tio), 


si Ti nous symbolise cette transformation qui conduit de 
B, a B,. 
Supposons qu’on a donnć une suite des fonctions: 


(3) FP” (z 25+») v—=1,2,... 


de tant de variables indćpendantes combien de termes possede 
la suite (1). © ćtant un objet, le systeme des ćquations 


(4) 0" =F'(Q",Q”,...) 


définit un objet nouveau 2*. Comme, notamment, les nom- 
bres (1) sont attachés d'une maniere univoque au systeme B 
et les F” représentent les fonctions univoques, alors à chaque 
systeme B correspondera au moyen de la relation (4) une et 
une seule suite des composantes (2**. 


Définition 1. Dans les circonstances énoncées plus haut 
nous dirons que l’objet Q* est un comitant de l’objet Q. 


Remarque. Si les suites (1) et (3) ont un nombre fini de 
termes (ce sont justement les cas les plus importants), alors 
le nombre de termes de la suite (3) est complétement inde- 
pendant du nombre de termes de la suite (1). 


Definition 2. L'objet 2* sera appelé un comitant propre 
(ou pur) de l’objet Q, si Q* est un objet géométrique. 


Remarque. Nous verrons plus tard que 2 peut être un 
objet géométrique sans que le soit son comitant 2*. Recipro- 
quement il peut arriver que l’objet 2 n’est pas un objet geo- 
métrique tandis que son comitant Q* représente un objet 
géométrique. Voici un exemple: 2 soit un objet non géomé- 
trique à une composante, la suite (3) soit composée en meme 
temps d’un seul terme étant une fonction constante. Le co- 
mitant Q* sera alors, comme un scalaire, un objet géométrique. 
(Pour obtenir un objet non géométrique & une composante, 
il suffit de poser 2—sin p où p est une densité). 
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§ 2. Nous nous occuperons dans ce paragraphe des objets 
géométriques à une composante que j’ai appelés les objets de 
classe 4*). La règle de transformation de la composante des 
objets de cette classe s’exprime par la formule: 


(5) N= (Qı, 412), 


ou A, est le jacobien de la transformation Ty et Q; la com- 
posante de l’objet dans le systeme B,. 


Sous certaines hypotheses de régularité de la fonction f(x,y) 
j'ai déterminé tous les objets possibles de classe 4 3). En rap- 
port avec le probleme résolu la question suivante se pose: 

Soit 2 une densité non triviale (c.-à-d. ne se réduisant pas 
identiquement a zéro) de poids (—1), possédant donc la règle 
suivante de transformation: 


Nous définissons ensuite le comitant 2* par Pequation: 
(7) =P) 


ot nous demandons: quand &* sera-t-il un comitant propre 
de la densité Q. 

Nous donnerons la réponse sous l’hypothese additionnelle 
que F(u) est une fonction continue, en remarquant que la 
validitć du théoreme énoncé ci-dessous subsiste si lon rem- 
place la continuité par une propriété beaucoup plus générale. 

Avant d’énoncer le théorème nous remarquons que la fonc- 
tion F(u) doit être définie pour toutes les valeurs de u=+0. 
Cela résulte du fait que dans le pseudogroupe général des 
‘transformations qui est admis (toutes les transformations ré- 
gulieres avec le jacobien différent de zéro), la composante de 
la densité peut atteindre (dans un systeme de coordonnées 
convenablement choisi) chaque valeur reelle, différente de zero. 

Nous introduisons encore une breve dénomination. Nous 
dirons qu’une fonction F(u) qui est définie pour tous les 
u+0 est une a-fonction, si elle est 


2) Cf. St. Grołąb, Uber die Klassifikation der geometrischen Objekte. 
Math. Zeitschr. 44 (1938), p. 104-114. 

ESC 2). 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 13 
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| I) reversible dans tout le domaine d’existence, 
(8) » II) monotone (au sens strict) pour u>0, 
III) monotone (au sens strict) pour u<0. 


Puisque nous avons suppose que notre fonction F(u) est 
continue pour u+0, Vhypothese que F est une a-fonction 
équivaut à celle que F est seulement reversible (les proprić- 
tés II) et III) sont alors remplies automatiquement). 


Théorème. Si Q represente une densité ordinaire de poids 
(—1), le comitant 2*, defini par l’intermediaire de la formule (1), 
est un comitant pur de classe A, alors et seulement alors quand 

1) F est une fonction constante ausst bien pour u>0 que 
pour u<0, ou bien 

2) F est une fonction paire et simultanément monotone pour 
u>0, ou bien 

3) F est une a-fonction. 

Nous démontrerons tout d’abord que les conditions enon- 
cées sont suffisantes pour que Q* soit un comitant propre. 

Si 


(9) Faia pour u>0 


10, pour u<0 


on conclut alors, que Q* est un scalaire ou bien un biscalaire 
suivant que C=C, ou bien ©,+C€,. Tous les deux objets: 
scalaires et biscalaires *) sont des objets géométriques. Dans 
le cas 2) nous avons 

(10) N 


Comme |2| représente une densité de Weyl, done 2*, étant 
une fonction monotone de |2|, est par conséquent un objet géo- 
mótrique *). Supposons enfin que F est une a-fonction et désignons 
par G la fonction inverse par rapport a F. Nous avons dans 
ce cas: Q=G4(Q*). Mais on a 22= G4(2?)=Q,-A,e= 41: G (QF), 
d’où il résulte 
(11) $= Fide GR). 


On voit donc que {* est un objet géométrique. 
I] s’agit maintenant de prouver que les conditions énoncées 
sont nécessaires. 


4) L. c. 2). 5) L. ec. 2), 
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Nous supposons alors que (2*, défini par (7) est un objet 
géométrique, ce qui veut dire que subsiste la relation 


(12) Qk =f (QT, Ars). 
De (6), (7) et (12) nous obtenons l’identite 
(13) F[4.2]=f[F(2),4], 


vérifiée pour tous les 2+0 et pour tous les 4+0. Nous sup- 
posons pour le moment que F possede les propriétés II) et III) 
du numero (8). Si la propriéte I) subsiste simultanćment, 
F est alors une a-fonction. Supposons done que I) n’est pas 
verifiee. Nous démontrerons dans ce cas que F est une fonc- 
tion paire. La negation de I) nous fournit l’existence de deux 
valeurs distinctes: u,<4u., telles qu’on a 


(14) F (u)=F (ug). 
II) et III) du (8) conduisent aux inégalités: 
(15) Uy, <0< Up. 


En substituant dans la relation (13) une fois ta, la deu- 
xieme fois u, au lieu de 2 et en tenant compte de (14) on par- 
vient a l’identité 


(16) F(A-u,)=F(4-u,) pour tout 4+0. 
En posant 

(17) C= uzlu, 

on obtient la relation 

(18) F(u)zF(C:u) pour tout u+0. 


La substitution de C-u au lieu de u dans la formule pre- 
cédente donne: 


(19) F(C-u) =F (C?-u) pour tout u=+0, 
ce qui, confronté avec (18), donne 
(20) F(u)=F(C?-w) pour tout u=0. 


De (15) et (17) résulte que C<0 et par conséquent C?>v. 
Comme pour u>0 la fonction F est monotone au sens strict, 
on obtient nécessairement de (20) C?=1, d’où résulte légalité: 


(21) C=; 
13% 
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(18) et (21) donnent: 
(22) F(u) =F(—u), 


ce qui exprime que F est une fonction paire. Notre theoreme 
sera donc démontré si nous prouverons l'implication suivante: 
si F ne possede pas au moins une des proprićtćs II), III), alors 
la relation (9) a lieu. 

Nous supposons que la propriété II) ne subsiste pas (la 
demonstration serait tout a fait analogue dans le cas symó- 
trique ou III) ne subsisterait pas). I) existe donc deux nom- 
bres u, ua tels que 
(23) O<U LUg 


avec en meme temps 
(24) F(u,)=F (u). 
L’égalité (24) entraine l’identite: 
(25) F(u)=F(C-u) pour tous les «+0, 


où nous avons posé: 
(26) C= ui. 


Nous designons par Z lensemble de tous les nombres po- 
sitifs C ayant la propriété de satisfaire a la relation (25). 

Comme la fonction F est continue pour tout u>0, Pen- 
semble Z est un ensemble fermé, excepté — peut étre — le 
point C=0. Notre but est de démontrer la relation (9) ou, ce 
qui revient au meme, le fait que Z se compose de tous les nom- 
bres positifs. Il suffit pour cela de prouver que Z est partout 
dense (dans les nombres positifs). Pour atteindre ce but nous 
démontrerons tout d’abord que Z a la puissance du continu. 

Deux cas possibles sont a distinguer: 

I) la fonction F est pour u>0 monotone au sens large, 

ou bien 

II) F n’est pas monotone pour u>0. 

Dans le cas I) il existe un intervalle de constance de F(u) 
(F nest pas monotone au sens strict d’après l hypothese!), 
c.-à-d. il existe deux nombres y, et y, tels que 0<y,<y, 
et que simultanément subsiste la relation 


(27) LULU Sy, DF (u,)= F (u,). 
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On voit sans peine que dans ce cas tout un voisinage 
du point 1 appartient a l’ensemble Z. L’ensemble Z a donc 
certainement la puissance du continu. Passons maintenant au 
cas II). F(u) étant une fonction continue et non monotone, 
possède dans ce cas un extremum pour un w,>0 au moins. 
Supposons, pour fixer les idées, que c’est un maximum et 
posons F'(u,)=7. Si F(u) était constante au voisinage du 
point u= u, alors, en raisonnant comme dans le cas précédent, 
nous obtiendrions la conclusion que tout un voisinage de 1 
est contenu dans Z. I] suffit donc d’envisager le cas ou F n’est 
pas constante au voisinage du point u=u,. Il existe dans ce 
cas un nombre positif e>0 tel que l’équation F(u)=,—« 
a deux racines au moins: une plus petite que u,, l’autre plus 
grande que up. Désignons ces racines respectivement par uy—Ö, 
et uU y+, (0020). Nous prenons maintenant dans le plan 
des variables (u,7) le rectangle P, dont les sommets ont les 
abscisses: %o—0y, Uot À et les ordonnées: 7, 7, —€. Soit en- 
suite o un nombre quelconque de l'intervalle (0,e), et prenons 
la droite: n=n,—o. Cette droite coupe la courbe n= F (u) 
a l’intérieur du rectangle P en deux points au moins, ce qui 
découle de la continuité de F. Soient u,(e), resp. uslo) les ab- 
scisses: la plus petite, resp. la plus grande de ces points de 
rencontre. Remarquons qu’on a l'inégalité u,(0)Lug<uz(o) et 
ul) 
ul o) 
croissante dans l’intervalle (0,e). If suffit dans ce but de prouver 
(grâce à ce que u,(e)>0, u.(e)>0) que u,(o) est croissante tan- 
dis que u,(e) est décroissante. Nous prouverons notre propo- 
sition quant à ulo) en remarquant seulement que celle se 
rapportant a u;(e) résultera d’un raisonnement analogue. Sup- 
posons pour un instant qu’il y a dans J’intervalle (0,e) deux va- 
leurs o, et o, telles que 0,<o, et qu’en meme temps u,(0,) >u,(@,). 
L’égalité u,(0,)-== u,(o,) est impossible, parce qu’elle indiquerait 
que F est bivalente. I] reste donc l’inegalite «,(0,)>u,(04)- 
En appliquant a la fonction F dans Vintervalle [u,(0,), u, + ô] 
le thćoreme de la proprićtć de Darboux, nous obtiendrons une 
valeur T>u,(o,)>u,(e,) telle que F(r)=n,—0, ce qui expri- 
merait que u,(0,) n’est pas la plus grande racine de l'ćquation 
F(u)= 7, — 2, Située dans l'intervalle [u,—6,, to + à], contraire- 


posons #(0)— Nous affirmons que s(o) est une fonction 


134 S. GOŁĄB 


ment a la definition. Cette contradiction prouve que u,(o) est 
croissante. La fonction s(o) est par conséquent croissante. 
L'ensemble des valeurs de la fonctions s(o) est donc de puis- 
sance du continu. Comme toute la valeur de s(o) appartient 
a Z, on a ainsi démontré que Z est de puissance du continu. 

Dans la suite nous nous appuierons sur le lemme suivant. 


Lemme, Si un ensemble Z de nombres positifs possède les 
deux propriétés suivantes: 


1) il est de puissance du continu, 
2) si a et b appartiennent à Z, alors le quotient a/b y ap- 
partient aussi, 


alors Z est partout dense dans le corps des nombres positifs. 


Démonstration. Designons par Z l’ensemble de tous les 
nombres dont chacun est un logarithme d’un certain nombre 
de l’ensemble Z. L’ensemble Z est donc aussi de puissance 
du continu. L possède de plus la propriété suivante: 


(28) a,beL”(a—b)eL. 


La dérivée L de L est aussi de puissance du continu. On 


voit sans peine que 0 appartient à L. En effet, il existe au 
moins un nombre appartenant à L, soit ap. A ce nombre cor- 
respond une suite a,—@)(@m+a,) telle que a„eL. On a alors 
selon (28): (am—a„)elL, OU (am—a„)>0 pour mo, n—m. 
Ce qui signifie que 0eŁ. On voit en même temps d’après le rai- 
sonnement précédent, que 0 est un point bilatéral d’accumu- 
lation. Supposons maintenant qu’il existe un nombre b n’ap- 
partenant pas à L. Admettons b>0. Soit (c,d) l’intervalle le 
plus étendu contenant b et ne renfermant pas de point de L. 
Un des nombres c,d est certainement fini. Supposons que 
c'est d. On a: deL. Si d est un point d’accumulation à gauche, 
on trouvera alors un point g a l’interieur de l’intervalle (b,d) 
tel que geL. Si, par contre, d est seulement un point d’accu- 
mulation à droite, alors en raison de ce que 0 est un point 
d’accumulation a droite, on trouvera deux nombres e et f 
tels que ee L, feL, f>0, e>d, et que b<e—f<d. Omettons la 
démonstration de cette circonstance. On aura done: (e—f)e L 
et par suite lexistence d'un geL, et remplissant l’inégalité: 
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b<g<d est démontrée. En prenant une suite c, de propriétés: 
Cn +0, Cr+ 0, c„eL nous obtiendrons une suite g—c, tele que 
(g—cn)eL, g—Cn+9, g—cn—>g. Cela montre que geL contraire- 
ment a ce que l’interieur de l’intervalle (b,d) ne renferme pas 
de points de L. La contradiction étant évidente, nous avons 
en même temps démontré que chaque nombre appartient à L, 
ce qui veut dire que Z est partout dense. L'ensemble Z est 
par consćquent, aussi partout dense dans Je domaine des nom- 
bres positifs, c. q. f. d. 

L'ensemble Z étant ferme et partout dense, il possède 
aussi la troisième propriété: il renferme tous les nombres po- 
sitifs. L'identité (25) a done lieu pour tous les C>0 et pour 
tous les u+ 0. De la résulte immédiatement que les relations (9) 
ont lieu. Notre théorème est ainsi démontré. 


§ 3. Nous admettons maintenant le cas où un champ d'objets 
4'(2) est donné. Nous allons considérer seulement des champs 
homogenes, ce qui veut dire, que: 1) le nombre des compo- 
santes de 2 est le meme dans chaque point = du domaine 
considéré, 2) la loi de transformation des composantes est 
pour tous les = la meme. 

Pour les champs d’objets nous poserons deux définitions 
du comitant: celle du microcomitant et celle, plus génerale, 
du macrocomitant. Pour éviter toutes les confusions possibles 
nous déclarons d'avance que la discrimination des dénomina- 
tions n’a rien de commun avec une discrimination qu’ont 
introduit MM. SCHOUTEN et HAANTJES (les objets macro- et 
mierogeometriques) *). L' unique analogie consiste — peut être — 
dans l’analogie de linclusion logique: chaque microcomitant 
(objet microgeométrique) est un macrocomitant (un objet 
macrogeometrique), mais pas réciproquement. 


Definition. Soit donné un champ d’objets (2(=) (nous 
écrivons tout court Q au lieu de Q” en ne préjugeant pas le nombre 
des composantes de l’objet) et soit 7 une fonctionnelle (ou une 
suite de fonctionnelles) dépendant de deux arguments: d’une 
fonction A(Z) (ou bien d'une suite de fonctions dont le nombre 


a - — EE = en — nn 


*) L. e. 1) p. 365 et 368. 
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est le meme comme le nombre des composantes de l’objet) 
et du point Z de l’espace: 


(29) FAE); £37). 
Si nous posons maintenant 
(30) Q*(E)= FRE) =}, 


alors 2*(5) sera un nouveau champ d’objets. Nous appellerons 
dans ce cas 2* le macrocomitant du champ Q(£). 

Si en particulier dans un certain point 5, subsiste la re- 
lation 


(31) FLA); ZX = FAQ (Es); 44) 
chaque fois qu'on a 

(32) een een: 

bien que 

(33) QE) mpounte ef 


Q* sera alors appelé un microcomitant au point =,. Si 2* est 
un microcomitant dans chaque point Z du domaine envisagé, 
nous l’appellerons tout court microcomitant. 

On peut donc dire que les composantes d’un microcomitant 
dépendent dans un point donné =, seulement des composantes 
de l’objet donné 2 dans ce point et ne dépendent pas des com- 
posantes 2 dans d’autres points. Le suivant exemple, tres 
simple d'ailleurs, cité ci-dessous, montre qu’il existe des ma- 
crocomitants qui ne sont pas des microcomitants. 

Soit Q(£) un champ scalaire, défini au point =, et dans 
un voisinage de ce point. Désignons par (£* le gradient de ce 
champ. C'est évidemment un macrocomitant de 2. Il n’en est 
pas cependant le microcomitant parce que les composantes 
de 2* dépendent non seulement de la valeur de Q(£,), mais 
aussi des valeurs Q(£) au voisinage de =. 

De la dófinition précédente il s'ensuit, que les comitants al- 
gébriques sont microcomitants tandis que les comitants diffé- 
rentiels sont en général seulement des macrocomitants. 


7) Nous employons expres un autre caractère F pour accentuer la 
différence entre une fonctionnelle dépendant d'une fonction et une fonc- 
tion composée de deux fonctions. 
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Pour donner quelques exemples envisageons un espace 
riemannien V,. Alors leur tenseur fondamental (métrique) re- 
présente un champ d’objets (geomótriques). Les symboles de 
Christoffel (de premiere et de seconde espece) sont des macro- 
comitants purs du tenseur métrique. Aussi le tenseur de cour- 
bure. Le tenseur de Ricci est par contre un microcomitant 
du tenseur de courbure. D’une façon analogue, un champ d’af- 
fineurs étant donné, le champ des affineurs obtenus par con- 
traction de deux indices convenables sera un microcomitant 
du champ donne. 

Nous attirons encore lattention sur le fait suivant. Les 
parametres projectifs, introduits par M. T. Y. THOMAS 8): 


(34) ID = u a (AnD mt Ant ia) 


représentent un comitant pur de l’objet dont les composantes 
sont les paramètres I, de la connexion, parce que la loi de 
transformation des /1;, est la suivante: 


(35) = in A+ A; A; + 430, Arte = (Alejlogld|-+ A alogl4|) 


et nous voyons que le deuxieme membre depend seulement 
de JT, et de la transformation: $*+$. 

D’autre part les parametres conformes, dus a M. J. M. 
THOMAS *): 


i 1 | 
(36) oy i 


: ag są 
id — x la À + la, j a9 Gay Bal 
représentent à vrai dire un comitant de y,, mais seulement 


un macrocomitant. De plus, ce comitant n’est pas un comitant 
pur parce que dans la règle de transformation pour 2,,,: 


` v t 1 k 
y=Z1, Ar A; A; + 443,45 + —[A/djlog|4|+ Aj 3;log|4|]— 
(37) 
— 99" 2,108 |4| 
interviennent dans le deuxieme membre les composantes du 
tenseur métrique et non seulement les Z, a et les termes pro- 
venant de la transformation: &*—>£". 


8) Cf. p. ex. Schouten-Struik, Einführung in die neueren AT) 
der Differentialgeometrie, vol. 2 (1938), p. 193 et 194. 
°) Cf. p. ex. Schouten-Struik, |. e. 8) p. 213 et 214. 
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§ 4. Soit v un champ de densités de poids (—1), c. ad. 
avec la loi de transformation: 


(38) d=p-A 

ou A est le jacobien de la transformation. 
En posant 

(39) Q=F (v), 


où F(u) est une fonction définie pour tous les u+0, nous ob- 
tenons un nouveau champ d’objets a une composante. Le 
théorème du § 2 a résolu la question quand 2 est un comi- 
tant pur. 

A laide de 2 nous construisons maintenant un comitant 
nouveau (2; en posant dans chaque systeme admissible des 
coordonnées €': 

+ OQ 
(40) 42, =— = 
JE 


Nous demandons: quand le comitant Q* sera-t-il un comi- 
tant pur de la densité p. La réponse à cette question est con- 
tenue dans le thćoreme suivant. 


Oy $2. 


Théorème. La condition nécessaire et suffisante pour que 
le comitant Q*, defini par (40), résulte pour chaque champ 
arbitraire des densités v, comme comitant pur, consiste en ce 
que la fonction F soit de la forme suivante: 


(41) F(u)=T -ln |u], 
ou I est une constante arbitraire. 


Démonstration. Nous prouverons que la condition est 
nécessaire. Soient deux systemes arbitraires (admissibles) des 
coordonnées symbolisés par (A) et (k) et soit T la transforma- 
tion qui conduit de (A) a (k). Comme le comitant (2* est, par 
hypothese, pur, la relation qui suit subsiste: 


De la rósulte en particulier la proposition suivante: Si le 
champ v est remplacé par un autre champ v de propriété 
telle que dans un certain systeme (A) de coordonnées soit 
remplie l’identite 
(43) Q:=Q;, 
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alors dans chaque autre systeme (k) doit être satisfaite l'identité: 
(44) Q=}. 
En tenant compte du fait constaté ci-dessus, nous désignons 


par (A) un systeme de coordonnées tel qu’on ait identiquement: 


(45) D=p=( 
(à) 


ou C est une constante (différente de zero). Il est bien connu 
qu’un tel système de coordonnées existe pour chaque cham) 
de densités. Dans ce systeme (1) nous avons: 

(46) Q*=3,F(v)=F'(b)à,0 = 0. 


Nous supposons que v est un autre champ de densités 
ayant la propriété (43). Comme 


(47) Q: =,F (0) =F'(d) 9,0, 
nous obtenons, en comparant (46) et (47) d’apres (43): 
(48) F'(5)9,0=F0. 


De là découlent les deux possibilités suivantes. Ou bien 
nous avons: 


(49) CD = 0 
ce qui entraîne: 
(50) v= D, D constant 


ou bien on a: 
(51) F'(v) = 0. 

Si dans le dernier cas p n’était pas constante, la fonction 
F(u) serait dans un certain intervalle constante et Q* se ré- 
duirait dans ce cas à un champ trivial identiquement nul. 
Nous faisons abstraction dans la suite de telles solutions et 
nous supposons donc l’identite (50). Remarquons que les rai- 
sons mentionnees nous garantissent que les deux constantes 
C et D sont différentes de zero: 


(52) C+0, D+0. 


Calculons maintenant les composantes Qf et Q} dans un 
systeme quelconque (k) de coordonnées. Nous avons: 


(53) 2*=3,F(v)=G(v)-3,0=G(C-A)-3,(C-A)=C-G(C-A)3;A, 
(k) (h) (k) 
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où l’on a pose: 


(54) Gl(u)=F'(u). 
D'une facon analogue on obtient: 
(55) Q*%=D-G(D-A)d,A. 
La relation (43) nous fournit l'identité suivante: 
(56) C.G(C-4)-0,4=DG(D:-4)-0,4. 
En tenant compte de Varbitraire du jacobien A on en dóduit: 
(57) C-G(C-4)=D-G(D-A). 


La fonction G(u) satisfait done a la suivante equation 
fonctionnelle: 
(58) G(u)=v:G(u:v) pour tous les u,v=F0. 

Cette relation exprime que G(u) est homogene avec l’ordre 


d’homogeneite (—1). Elle est done nécessairement—comme il est 
bien connu — de la forme: 


(59) G(u)=w/u 
ou 
(60) w=w, pour u>0), w=w, pour u<V, 


ww étant deux constantes. 
De là nous obtenons par intégration 


(61) F(u)=oln|ul. 
On a done 
(62) Q= wln iv} 
et par consequent 
(63) == I -sgn(v)-3,0=> Od. 


En posant pour plus de brievete: 
(64) Den, oe 
(») (k) 
nous obtenons dans la suite: 


Q'=3Q = 30 ==, (4-0) = 


= 14=® 4j3,0+ P34= 


2) az 9 3A=2 A; Qt + 


© 3 
A 


3, A, 
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OÙ w= w TesSp. w=w, suivant que p>0 resp. n<0 ou v:4>0 
resp. p-4<0. On peut donc transcrire la dernière relation: 


(66) a — „AJ Q: +odlog|4 


© 


Comme les valeurs des constantes et w dans le cas 


(= ©ę dependraient non seulement de A, mais aussi du signe 
de v, tandis que les R; sont absolument indépendantes du signe 
de v, on conclut d’apres la definition d'un objet géométrique 
que légalité 

(67) CA 2 


doit être satisfaite. En désignant par J’ la valeur commune 
des constantes w,,w, On parvient a la loi suivante pour les 
transformations des composantes de 42*: 


(68) Qt = A;R + T dlog |A|. 


La necessitć de la condition est donc prouvée. Pour dć- 
montrer maintenant que la condition est aussi suffisante, il 
suffit de montrer que la loi (68) définit un objet géométrique. 
Cette chose peut étre facilement vérifié par le lecteur. 

Remarquons que la plupart des auteurs écrivent d;log 4 
au lieu de 9,4/A, ce qui est évidemment incorrect si l’on opère 
dans le groupe des transformations dont le jacobien peut pos- 
seder le signe arbitraire. 

Dans le cas particulier / = —1 nous obtenons la règle bien 
connue de la transformation de l’objet qui est un comitant de 
l’objet de la connexion affine. Si nous faisons notamment la 
contraction des indices dans les paramètres de la connexion: 


(69) T,=T 


nous obtenons ainsi un (micro-) comitant pur avec la loi de 
transformation: 


(70) T;= A;T„—olog |A|. 


La question suivante se pose donc: Pour quelles conne- 
xions l’objet J; resulte-t-il comme gradient du logarithme d'une 


densité de Weyl de poids (+1) (parce que 0= —log|v|=log = 
| 
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et = represente une densité de Weyl de poids (+1)). Cette 


condition impose une restriction pour les parametres de la 
connexion. En effet, comme l’identite suivante 


(71) r= 2,108 E 


doit être satisfaite, on obtient les conditions de l’integrabilite 
(12) 3, 1— 0,1! ,=0, 

ce qui est ćquivalent a la condition: 

(73) Vis = Riu =0- 


La connexion doit être dans ce cas ,,inhaltstreu“ d’apres la 
terminologie de M. SCHOUTEN !°), Dans les espaces de ce genre 
existent alors des champs de densités v, satisfaisant à (71) 
et déterminés—comme on peut l’établir —à un facteur constant 
pres. Vu que ces densités particulieres existent, on peut dans 
ces espaces introduire la notion de la mesure n-dimensionnelle, 
ce qui a été remarqué pour la premiere fois par M. VEBLEN 1). 


10) Cf. Schouten-Struik, vol. 1 (1935), p. 112. 
11) O. Veblen, Equiaffine geometry of paths. Proc. Nat. Acad. Sc. 9 
(1923), p. 3-4. 


SUR L'EQUIVALENCE DES POLYEDRES, EN PARTI- 

CULIER DES POLYEDRES REGULIERS, ET SUR LA 

DISSECTION DES POLYEDRES REGULIERS EN PO- 
LYEDRES REGULIERS 


Conference faite a la Section cracovienne de la Societé Polonaise de 
Mathematique le l-er Juin 19381) 


Par M. HENRI LEBESGUE, Paris 


J'ai choisi ce sujet de conference parce qu’il est intime- 
ment lié aux questions de mesures des grandeurs, dont je me 
suis occupé toute ma vie; mais aussi parce qu’il y s’agira de po- 
lyedres, ces corps si peu etudies par les mathématiciens. A peu 
pres seuls les ont considérés ceux qui se sont occupés de cristal- 
lographie; et puisque votre President et Doyen, M. ZAREMBA, 
est lun de ces rares mathematiciens, ce sujet me donne la 
joie de lui adresser ici mon hommage. 

1. Pendant longtemps le nombre attaché a une collection, 
une longueur, l’aire d'un domaine, le volume d'un corps ont 
été considérés comme des notions premieres dont l’examen 
critique était du ressort de la métaphysique; les mathémati- 
ciens, eux, devaient se borner a évaluer ces nombres, ces lon- 
gueurs, ces aires et ces volumes; c’est-a-dire essentiellement 
a décider de leur égalité ou de leur inégalité, et, dans ce second 
cas, a les classer en plus petits et plus grands. Cette conception 
est encore celle qui sert de base a la plupart des exposćs élé- 
mentaires non axiomatiques. Bien avant de faire de l’axioma- 
tique systématiquement les mathématiciens furent cependant 
obligés de traduire les points de départ métaphysiques en 
termes logiques qui servirent de bases à leurs raisonnements; 
mais cette traduction était si indiquée qu'elle se fit sans qu’on 


1) Je me suis permis de développer ici plusieurs points que j'avais 
du, oralement, me contenter d'indiquer tres brièvement. 
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s’en rende nettement compte et des les débuts de la science. 
Si bien que, tandis que la définition axiomatique des aires 
et des volumes, par exemple, n’a été expressement formulée 
qu'au XIX-e siecle, c’est pourtant cette meme definition qui 
a toujours été utilisée dans toutes les recherches, élémen- 
taires ou élevées. 

Mais l’unité des considérations et leur grande simplicité 
n’est apparue que lorsque les savants eurent assez utilisé la 
notion de limite pour considérer que l’emploi de l'infini était 
chose naturelle, claire et légitime. L’infini s’introduit comme 
l’on sait des la comparaison de deux longueurs, et c’est alors 
la fameuse question des incommensurables; mais elle s’intro- 
duit autrement encore dans l'étude des volumes. Il y a, à cet 
égard, une difference essentielle entre le probleme des aires 
des polygones et celui des volumes des polyedres: tandis qu’une 
comparaison de telles aires se ramene & une comparaison de 
longueurs sans l’emploi de l’infini, cet emploi est indispensable 
pour la comparaison des volumes des polyedres. C'est de ce 
fait, prouvé au début du X X-e siècle, et de quelques questions 
connexes que je veux vous parler. 


2. Le point de départ métaphysique de la notion d’aire, 
c’est l’idée que des domaines plans quelle que soit leur po- 
sition absolue et relative occupent toujours une meme place; 
ceci se traduit logiquement ainsi: 


I. Deux domaines D et D' formes respectivement par la 
reunion des domaines D,,Dy,...,D, et par la réunion des do- 
maines Di, Dz,..., Dp, D; et D; étant égaux, ont même aire. 
Deux tels domaines seront dits equivalents de facon finie (en 
abrégé eq. de f. f.). St D’ n’est formé que par la réunion de cer- 
tains seulement des D, Vaire de D est plus grande que celle de D’. 

Si, de plus. on veut traduire par un nombre le résultat de 
la comparaison, on exige qu’a deux domaines de méme aire 
soit attaché le meme nombre et qu’a un domaine d'aire plus 
grande que l’aire d’un autre soit attaché un nobmre aire plus 
grand que le nombre aire du second domaine; d’où le problème: 

II. Attacher a chaque domaine D un nombre positif tel qwa 
Vaddition des domaines corresponde, l'addition des nombres attachés 
et qu’à deux domaines eq. de f.f. soient attaches les mêmes nombres. 
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Cet enonce est celui du probleme des aires si les domaines 
D et D' sont plans, c’est le probleme des volumes si les do- 
maines D et D’ sont a trois dimensions, ce serait le probleme 
des longueurs si les domaines D et D’ étaient découpés sur la 
droite et si l’on avait obtenu le nombre le plus general autre- 
ment que par la comparaison meme des longueurs. 


Le probleme précédent peut encore s’enoncer: 


III. Attacher a chaque domaine plan D un segment d tel 
qu'à deux domaines D et D’ eq. de f.f. correspondent deux seg- 
ments d et d' eq. de f. f. 


Si l’on laissait au mot domaine une trop grande généra- 
lite on devrait s’attendre a avoir a considérer des domaines 
partiels D, dépendant d'une infinite de parametres de forme, 
on ne pourrait donc esperer résoudre le probleme précedent 
sans un appel a l’infini; au contraire, cela est possible lorsque 
la famille des D est celle des polygones, auquel eas celle des D, 
peut etre supposée celle des triangles. 


3. Soit en effet ABB,A, un parallélogramme et A, un 
point du segment A,B,; il définit un parallélogramme ABB,A, 
qui est éq. de f. f. au premier; prenant un point A, de A,B, 
on arrive au parallélogramme ABB,A, eq. de f. f. a ABBA, 
donc a ABB,A, comme on le voit en tracant sur ABB,A, 
a la fois les deux series de segments de droites qui servaient 
a le subdiviser pour les passages a ABB,A, eta ABB,A,. En 
continuant ainsi on voit que ABB,A, est éq. de f. f. a tout 
parallélogramme ABßa où a est sur la droite indefinie A,B,. 

Choisissons a de maniere que Aa soit un nombre entier 
de fois Punité de longueur choisie; soit par exemple 5 fois. 
Partageons Aa en 5 parties égales, par les points de subdivision 
menons des paralleles a AB, nous obtenons 5 parallélogrammes 
qui, disposés autrement, donnent ABfa tel que AB’ soit 
porté par AB et égal à 5 fois AB et que Aa’ porté par Au 
soit égal à l’unité. 

Recommencons les opérations du début, mais en faisant 
jouer à Aa’ le rôle de AB, nous obtenons un rectangle A Bofa’ 
dont la base Aa’ est égale à l’unité. 

Soit un triangle ABC, B et y les milieux de AB et de AC; 
faisons tourner Afy de x autour de C, 8 vient en f’ et nous 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 14 
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avons le parallélogramme BCß'ß éq. de f. f. a ABC. D'ou un 
rectangle de base unité équivalent de facon finie a un poly- 
gone D qu’on décomposera d’abord en triangles; le second 
cótć de ce rectangle peut étre considéré comme le segment d 
cherche. 

Du moins si le probleme est possible, ce qui tout d'abord 
exige que le segment d soit unique. Pour être certain qu’il 
en est ainsi, dćcomposons tout polygone donne ABCD... en 
la somme algébrique des triangles OAB,OBC,...;O étant un 
point du plan choisi une fois pour toutes. Et au polygone 
attachons le segment somme algébrique de ceux attachés aux 
triangles OAB,OBC,... Ceux-ci sont bien déterminés car dans 
la transformation des parallélogrammes le produit de la base par 
la hauteur n’a pas changé. Ainsi nous attachons a notre po- 
lygone un segment orienté, de mesure positive et égale a 


;[e4B-(0, AB)+e'BC.(0,BC)+-...|]; 


les symboles tels que (O,AB) désignant les distances de O aux 
côtés tels que AB; les e,e',... étant égaux a +1 ou a —1 suivant 
qu’aux voisinages des milieux de AB,BC,... le polygone est 
ou non du meme côté que O par rapport AB, BC,... 

Si done nous avions un polygone D divisé en deux autres 
D,, D, par une ligne polygonale dont AB serait l’un des côtés, 
le produit AB-(0,AB) figurerait dans les nombres attachés 
a D, et D,, mais avec des signes contraires et de la résulte 
immódiatement que le nombre attaché a D serait la somme 
de ceux associés à D, et a D,. Ceci s’etend à D partagé en 
D,, Dg,..., Dp. Or on peut supposer que tous les D; sont des 
triangles et l’on vérifie facilement que le nombre que notre 
procédé attache a un triangle est +! base x hauteur. 

Notre probleme est donc possible; nous l’avons résolu 
et nos considérations montrent que la solution de ce probleme 
est unique à un multiplicateur pres correspondant au choix 
de Vunité d’aire. 


4. Supposons maintenant que les domaines soient des po- 
lyedres de l’espace euclidien ordinaire et traitons le probleme 
des volumes. 

Si D est un prisme, une općration analogue 4 celle qui 
nous permit de passer de ABCD a ABßa, operation qui est 
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d’ailleurs classique, permettra de remplacer le prisme D par 
n’importe quel autre prisme ayant meme longueur d’aréte, 
meme surface latérale prismatique indéfinie. Le nouveau 
prisme pourra etre supposé droit. Opérant sur la base de ce 
prisme comme au numéro précédent, nous obtenons un rectangle 
dont un des côtés est 1 par déplacements de morceaux de 
cette base; si chaque morceau emporte avec lui un prisme 
droit dont il est base et dont la hauteur est celle du prisme 
droit de départ, nous obtenons un parallélépipede rectangle 
dont une des aretes est égale à l’unité. Considérons cette 
arête comme la hauteur et recommencons la meme operation; 
nous construisons un parallélépipede rectangle dont une base 
est le carré de cótć 1 et dont la hauteur est un segment 
qui jouera le role de d. Il est visible que la mesure de ce 
segment est le produit de la hauteur de D par laire de la 
base de D. 

Jusqu’ici rien n’est donc changé et si nous ne considérions 
comme domaines partiels ou totaux que des prismes, le pro- 
blème serait résolu car on vérifierait facilement que notre 
resultat remplit bien toutes les conditions imposćes. 

Mais nous voulons envisager des polyedres quelconques, 
il faudrait donc savoir associer un segment à un tótraćdre, 
cest a dire savoir construire un prisme qui soit ćq. de f. f. 
a ce téraedre. Et d’ailleurs, si l’on savait faire cela, le probleme 
serait traité. 

On sait que dans les cours on n'effectue cette construction 
que par un appel à l'infini, soit qu’on considere le tétraedre 
comme la limite d’une suite indćfinie de corps construits avec 
des prismes, soit qu’on le considère comme la réunion d’une 
infinite actuelle de différentielles ou d'indivisibles. Entre 
tous ces procédés il n’y a que des différences de presentation, 
je puis donc les réunir en disant qu’il y s’agit toujours de 
l’emploi des méthodes du calcul integral. 

L'emploi de ces méthodes a quelque chose de choquant; 
un souci d'élégance, un besoin pédagogique de simplicité ont 
du inciter de tres bonne heure à rechercher pour le cas des 
volumes quelque méthode écartant le recours à l'infini. 

L’un de mes auditeurs au College de France, M. R. Cast, 
m’a signalé à cet égard une phrase de la „Lettre de DIDEROT 

14* 
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sur les aveugles à l usage de ceux qui voient“, où il est question 
du mathématicien aveugle SAUNDERSON qui fut professeur 
a l’Université de Cambridge: „Il est l’auteur d'un ouvrage 
tres parfait dans son genre. Ce sont des élements d’algebre 
ou lon n’apercoit qu’il était aveugle qua la singularite de 
certaines démonstrations qu’un homme qui voit n’eut peut- 
etre pas rencontrees. C'est a lui qu’appartient la division du 
cube en six pyramides egales qui ont leurs sommets au centre 
du cube, et pour base, chacune une de ses faces. On s’en sert 
pour démontrer d'une maniere tres simple que toute pyra- 
mide est le tiers d'un prisme de meme base et de meme 
hauteur...“. 

Que DIDEROT croie pouvoir nommer le premier homme 
ayant remarque une chose aussi visible que la decomposition 
d’un cube en six pyramides egales fait sourire; qu’il presente 
cette remarque comme presque inaccessible aux voyants serait 
etonnant si lon ne savait que tous ceux qui ćcrivent sur les 
aveugles, 4 commencer par les aveugles eux-memes, pour bien 
mettre en valeur la substitution des sens, en arrivent a pre- 
senter la possession du sens de la vue comme la plus désas- 
treuse des infirmites. Mais que veut dire DIDEROT par les der- 
niers mots cités? Je lai demandé à M. JEAN ITARD, professeur 
au Lycée Michelet. M. ITARD, qui connait bien les manuels 
de Geometrie des XVI-e, XVII-e et XVIII-e siecles!), a pu 
me renseigner immediatement: 

„Diderot se trompe sur SAUNDERSON. L’algebre de ce dernier 
est sortie en 1740. En 1741 CLAIRAUT publiait sa Geometrie 
ou il emploie le meme procédé. Cela consiste a montrer d’abord 
par une methode plus ou moins voisine des indivisibles que 
le volume de la pyramide est en langage moderne kB-H (k co- 
efficient de proportionnalite encore indetermine). En prenant 
ensuite la pyramide sixieme du cube, sommet au centre et 
base sur une face, À apparaît égal à 1/3 ?). 


1) Voir L’ Enseignement scientifique, 9-ieme Ann., No 87, Avril 36; 
10-ième Ann., No 94, Janv. 37; 1l-me Ann., No 102, Nov. 37. 

2) Pour preciser ce passage de la lettre de M. Itard, considérons deux 
pyramides 7,,7, de hauteurs H/,,H, et dont les bases convexes ont des 
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D’ALEMBERT aura dit, je le suppose, que son ennemi intime 
CLAIRAUT n’avait fait que reprendre une idee de SAUNDERSON 
et DIDEROT aura sauté sur l’occasion. 

Mais SEBASTIEN LE CLERC, en 1690, justifie dans sa Géo- 
metrie le facteur !/, par la meme considération, laissant 
de côté tout l’essentiel, c’est-à-dire ce qui précede. 

LE CLERC était graveur et professeur a l’Académie de peinture 
ou il était du parti de LEBRUN et donc adversaire de l’école 
de DESARGUES. Il était donc loin d’être aveugle! Je ne sais meme 
pas, vu ses origines lorraines (il est ne a Metz), s'il ne faudrait 
pas voir dans ses travaux des influences de DURER. En tout 
cas la méthode du cube est une invention de peintres, de sculp- 
teurs, de gens qui voient“. 

La lettre de M. ITARD!) montre bien que l’évaluation du 
volume du tetraedre a eté l’occasion de multiples essais qui, 
d’une façon plus ou moins consciente, visaient à éliminer 
l'emploi de la méthode du calcul intégral, à utiliser seulement 
Pequivalence. 


6. On remarquera que, dans ces essais, la notion d’équi- 
valence est parfois élargie. L’équivalence simple que nous 
avons consideree supposait que les deux corps D et D’ (dans 


aires B,,B,. Soient deux arêtes S,a,,S,a, respectivement de T, et Ty; di- 
visons les chacune en n parties égales par les points a,,b,,¢,,d,,..., d'une 
part; a,,b,,C,,d,... d’autre part. Enfermons T, dans le corps C,, formé des 
prismes d’arétes a,b,,b,¢,,... et dont les bases sont les sections de T, par 
les plans parallèles à la base et passant par a,,b,,... Faisons de même pour 
T,. Deux prismes de meme rang dans C, et C, ont des bases dont les aires 
sont entre elles comme B, et B, et des hauteurs qui sont entre elles comme 
H, et Hy, donc leurs volumes sont entre eux comme B,-H, et B,-H, et par 
suite il en est de meme des volumes de C, et C,: 


Vol. (C,) _ B,H, 
Vol.(C,) BH, 


On passera de là a l'égalité analogue pour T, et T, par les procedés 
ordinaires; c'est-a-dire en prenant plue ou moins de précautions suivant 
le degre de rigueur que l'on désire atteindre. 

1) Cette lettre n'a pas été écrite pour étre publiće; mais elle separe 
si nettement ce qui est renseignement précis de ce qui est supposition ou 
suggestion que j’ai cru pouvoir la reproduire ici en entier. 
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la suite ce seront toujours deux polyedres ou deux ensembles 
formés d'un nombre fini de polyedres) pouvaient être partagés 
en un nombre fini de corps partiels D; d’une part, D; de l’autre, 
respectivement égaux deux à deux; D; égal à D;. Si LE CLERC 
trouve que la pyramide P à base carrée qu’il considère est 
équivalente au prisme P’ de meme base et dont la hauteur 
est le tiers de la hauteur de la pyramide, c’est parce qu’on 
peut former le meme cube avec six pyramides égales a P 
ou avec six prismes égaux a P'. D'où l’équivalence par mul- 
tiplication: D et D’ seront dits équivalents par multiplica- 
tion si un corps formé d’un certain nombre entier de fois D 
est éq. de f. f. simple avec un corps formé du même nombre 
de fois D”. 

Enfin la décomposition faite plus haut d’un polygone en 
une somme algébrique de triangles incite à convenir que: 
deux corps D et D’ seront dits équivalents par différence s’il 
existe deux corps A et A’, eq. de f. f. simple et tels que D+ A 
et D’+ A’ soient équivalents par multiplication. 

L’emploi simultane de tous ces procćdćs constituera l’equi- 
valence générale’); nous allons étudier l’&quivalence des po- 
lyedres en nous bornant a l’équivalence simple, mais les re- 
sultats qui ont été obtenus et que nous indiquerons sont va- 
lables pour Pequivalence générale. 


6. Nous avons vu que le probleme des aires, énoncé sous 
la forme LI, etait possible et admettait une solution determinće, 
a un multiplicateur pres, quand les domaines D sont les poly- 
gones du plan euclidien. Supposons que, par un raisonnement 
quelconque, on ait prouvć le meme fait pour le cas ou les po- 
lygones D sont découpés dans le plan de LOBATCHEWSKI et 
pour le cas ou ils sont découpés sur la sphere; ce qu’il est effecti- 
vement possible de faire. On vérifie immédiatement qu’une 
solution du probleme est donnée par le nombre: 


somme des angles de D—7x(nombre de côtés de D— 2) 


-— 


1) [I est inutile de rechercher ici s’il est ou non necessaire de re- 
courir plusieurs fois à ces procédés pour transformer un corps D en un 
corps D’. 
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sil s’agit de geometrie spherique et par ce meme nombre, 
change de signe s’il s’agit de géométrie lobatchewskienne; donc, 
celle des solutions qu’on appellera l’aire vérifiera la relation: 


somme des angles de D—zx x (nombre de côtés de D—2)— 
=kxaire de D, 


k étant une constante indépendante de D. Cette constante est 
positive pour la géométrie sphérique, nulle pour la géométrie 
euclidienne, negative pour la géométrie de LOBATCHEWSKI. 
On retrouve ainsi, en particulier, le théorème d’ALRERT GH- 
RARD sur l’aire du triangle sphérique. 

C’est en partant de ces faits que M. BRICARD a donne 
une impulsion décisive à l'étude de l’équivalence finie 1). 
En s’efforcant de construire à l’aide des diedres d’un polyedre D 
une solution de notre problème II on est arrété tout de suite, 
mais de tels efforts permirent à M. BRICARD d’apercevoir 
qu'entre les diedres de deux polyèdres D et D’ éq. de f. f. il 
existe une relation; du moins dans certains cas, car M. Bri- 
CARD avait fait implicitement une hypothèse que nous allons 
expliciter. 

D et D’, étant eq. de f. f., sont formes respectivement par la 
réunion des polyedres d,,d,,...,d, et par la réunion de di, d),...d,; 
d, et d; étant égaux pour chaque valeur de 7. Nous supposerons 
de plus que si a; est l’une quelconque des aretes des d,, aucun 
sommet de ces polyedres d, n’est situé à l’intérieur du segment a, 
et de même qu’à l’intérieur de toute arête a; des d; il n’y a 
jamais de sommets des d;. Alors chaque aróte a; sera en général 
confondue avec plusieurs autres arêtes d;; autour de ces arêtes 
on rencontrera plusieurs des diedres «a, des di; les diedres a, 
se groupant ainsi en familles 8,,5,,.. Ceci étant, guidé par les 
faits rappelés au début de ce numéro, commencons par attacher 
a chaque d, la somme 2, des diedres correspondants; la somme 
des nombres attachés à d,,d,,...,d, sera: 

Nauw=N (N des diedres a, de la série s,)= +2). 

m n n 
Or la parenthèse est égale a Ar à 27 oua x, suivant que 
laréte de la série s, est portée par l’arête d'un dièdre D de 


1) Nouv. Ann. de Mathématiques, 1896. Voir aussi Sforza (Per. 
di Mat. 1897). 
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mesure A,, ou est entierement entourée de diedres des di, ou 
qu’elle est interieure soit a une face de D, soit a une face 
des d.. 


Ainsi on a: 
A) Ami =) Cp Ap ren, 
m 


les e etant des entiers positifs. Mais on a de meme 
RA = \ Arten, 
et comme les diedres a, et am sont respectivement égaux, il 
en resulte 
Me, Ar—> ex Ay=En, 
E étant un entier positif, negatif ou nul. 

M. BRICARD applique ce résultat au cas ou D serait un 
tetraedre régulier — tous les A, ont alors une meme valeur 7 —, 
et où D’ serait un cube,—tous les A, seraient égaux à 2/2; la 
relation précédente exigerait donc que T soit commensurable 
avec x, ce qui n’est pas. Donc un tétraedre régulier ne peut 
étre transformé en un cube par une transformation de la nature 
de celles envisagées. 


4. Mais, pour étendre cette conclusion a toute équiva- 
lence simple, c'est-a-dire pour prouver qu'alors il existe une 
ou plusieurs relations linéaires homogenes a coefficients entiers 
(ou rationnels ce qui est la meme chose) entre les A,, A, et x, 
il fallait faire appel à une idée nouvelle. M. DEHN!) montra 
que, pour obtenir ces relations à coefficients rationnels, on 
pouvait, à l'exemple de ce que l’on fait dans certaines ques- 
tions d’analyse indéterminée ou d’approximations, utiliser 
comme intermédiaire des relations linéaires à coefficients 
quelconques. 

Groupant encore les diedres a, en séries s„ associées chacune 
à un même segment d’arète des d;, limité par deux sommets 
des d; et ne contenant à son intérieur aucun tel sommet, il 
associe à chaque série la somme 2, des a,, la constituant et la 
longueur o, du segment d’arête considéré. On n’aurait plus, 


en général 
DeLee 


1) Math. Ann. Bd. LV (1902). 
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parce qu’un diedre des d; appartient a un certain nombre de 
series s, et le diedre homologue a’ peut appartenir a un nombre 
different de series s; mais il est tout a fait clair que l’on a: 


> op On En. 
Cette relation s'écrit encore: 
XLA LrAg =N, 


relation dans laquelle N est un nombre quelconque inconnu. 
I] semblerait donc qu’elle ne pourra servir à rien. Mais, tra- 
duisant les considerations géométriques donnant ce résultat 
en des deductions purement algébriques, M. DEHN recherche 
des conditions auxquelles doivent être soumises des variables 
L,,L; quelconques pour que les mêmes calculs algébriques 
puissent être mis en oeuvre et il arrive ainsi à cet énonce: 


Soit (£) le systeme des relations homogènes à coefficients 
entiers liant les arêtes L, et Ly de deux polyedres ou systèmes de 
polyedres D,D'; dans (£) on a remplacé les nombres Li, Li par 
des inconnues L;,Li; si D et D' sont eq. de f. f., à toute solution 
rationnelle (Li), (Li) des équations (£) correspond un nombre 
rationnel R, positif, négatif ou nul, tel que l’on ait: 


(B) Y (Lir Ar— (Li)r 445R 7. 


8. Cet énoncé 1), qui est exact aussi bien pour l’équi- 
valence generale que pour l’équivalence simple, fait done 
apparaître des relations (&) de la forme de celles prévues par 
M. BRICARD. Une telle relation, au moins, existe bien toujours 
car les équations (£) étant a coefficients entiers, admettent une 
solution rationnelle soit confondue avec, soit aussi voisine qu’on 
le veut de leur solution L;,L;. Ainsi on peut supposer que, 
dans (8), les nombres rationnels (Z,),, (Lh); sont ou confondus 
avec les L L} ou aussi voisins qu’on le veut de ceux-ci. 

La résolution des équations (£) donneront: 


L= ti Lra + to Lao + uh Ly= tə Lh, <a ta Vr 2+- eeey 


p 


les t étant des paramètres arbitraires, les £ et £” des nombres 
rationnels fournissant un systeme de solutions indépendantes. 


1) Pour sa justification, voir la Note I placee a la suite de cette con- 
férence. 
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Ces solutions £,,, £k sont en nombre N—5, si N est le nombre 
total des arêtes de D et D’ et s’il y a p equations (£) indépen- 
dantes; elles nous fournissent N —p relations (&). Celles-ci 
sont indépendantes car, s’il existait une combinaison linéaire 
homogene des premiers membres des (48) qui soit identiquement 
nulle par rapport aux Ar, A, c’est que cette meme combinaison 
faite, pour chaque valeur de k, sur les £x y et sur les £4, donnerait 
des résultats nuls ce qui est impossible, les £,,,£;, étant des 
solutions indépendantes. 

Donc, le théoreme de M. DEHN exige, pour l’équivalence 
de D et D’, un nombre total de conditions indépendantes égal 
au nombre total N des arêtes de D et D’. p de ces conditions, 
p<N—1, sont de la forme (£), les N—p autres, N—p>l, 
font partie de la famille (©) des relations linéaires, homogènes 
a coefficients entiers liant les 4;, A, et z. 

On voit ainsi a nouveau que, s'il y a équivalence, il y a tou- 
jours une relation (48). Donc, dans le cas d’équivalence, la fa- 
mille (@) contient toujours au moins une relation; mais se 
peut-il que la famille (£) n'en contienne aucune? Pour que 
cela se produise, les (Z,),,(L;), étant alors des nombres ra- 
tionnels arbitraires, il faudrait que tous les A;, 4; soient com- 
mensurables avec x. Lorsque cette condition est réalisée l’équi- 
valence peut exister sans qu’il y ait de relations (£); les deux 
parallélipedes rectangles de cótćs 


- - ae 
1, v2, V3; V5, V7, Ve 


qui sont eq. de f. f. puisqu'ils ont meme volume, en sont un 
exemple. 

Pour géneraliser ces remarques supposons que parmi les 
diedres de D et D’ nous en ayions distingućs certains en nom- 
bre N,; les L,L’, A,A’ correspondant seront dits distingués. 
Si, dans les (£), il y a ya relations, a, SN, linćairement indé- 
pendantes par rapport aux L,L’ distingués, les L,L’ correspon- 
dants dépendront de N,— u, paramètres, d’où N,—u, rela- 
tions (68) lineairement indépendantes par rapport aux 4,4' 
distingués. Donc, parmi les relations (X) et (Q) il y en a au total 
au moins N,, qui sont indépendantes par rapport aux L,L’ dis- 
tingućs et par rapport aux A, A’ distingués. 
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9. Pour appliquer ces generalites, déduisons en que l’equi- 
valence finie entre un tetraedre D et le cube D' de même volume 
est un fait tout à fait exceptionnel. Définissons D par 6 para- 
métres, par exemple par les longueurs des six arétes; elles 
ne sont assujetties qu’a des conditions d’inégalités, les éga- 
lités limites de ces inégalités donnent les frontieres du domaine 
de l’espace a 6 dimensions dans lequel il faut prendre le point 
de coordonnées Ly, Le, Ly, Lg Las Le figuratif des longueurs d’arêtes 
choisies. Une relation (£) sera de la forme: 


3 
yb, + rę, Fr RD r, Le tre lg LO 0, 


les r étant entiers et V étant l’expression du volume du té- 
traedre en fonction de ses aretes. Une relation de cette forme 
est representće dans lespace a 6 dimensions par une variété 
algébrique a cinq dimensions, a moins qu’elle ne soit vérifiée 
par tous les points de lespace. Cette derniere hypothese est 
évidemment à rejeter; disons, par exemple, soient L,,L,,L, 
les longueurs des arêtes SX,SY,SZ et L,,L.:,L, les longueurs 
des arêtes respectivement opposées YZ,ZX,XY; si la relation 
algébrique était une identité, elle serait vérifiée pour S con- 
fondue avec X, auquel cas V est nul et l’on a: L,—0,L,—L,, 
L,=L,; la relation linéaire d’où nous sommes partis, ou l’une 
de celles qui s’en déduisent par des changements de signes 
des r;, serait vérifiée, ce qui donne: 


(ratre) Le + (Hratrs)Ls+ r4ł4 =0; 


or une telle relation entre les 3 longueurs des cótes d'un triangle 
arbitraire est nécessairement identiquement nulle d’où r, =0. 
Et de la meme maniere on montrerait que 7,,74,73,74,75,76 SODË 
nuls, done aussi r}. 

Ainsi, pour que le systeme (£) ne contienne aucune rela- 
tion, puisque l’ensemble des systemes de nombres entiers 
119709 TalaT55T6 T2 est dénombrable, il suffira de prendre le point 
représentatif hors d’une infinité dénombrable de variétés algé- 
briques. 

De même, une relation (@) étant 


TA; + ado + ryda tr, Ag + 345+ ręAg tra nl, 
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se traduira par une relation algébrique entre les L non iden- 
tiquement satisfaite car, autrement, elle resterait vraie pour 
la figure limite de celle obtenue en faisant tourner X YZ autour 
de X Y, de façon a l’amener sur X YS, c’est-à-dire qu’on pourrait 
faire dans la relation lineaire entre les A; ou dans celles qui 
sen déduisent en modifiant certains des signes des 7;, 


Mais ceci donnerait une relation entre les trois diedres 
A,,A,,A, du triedre queleonque SX YZ, ce qui est impossible; 
la relation obtenue devrait donc etre satisfaite quels que soient 
A,,A,,A, d’où, en particulier, ra =0. Mais, de meme, on annu- 
lerait Ty,Tą, "3, Tą, sole A'0U r. 

Ainsi, pour que le systeme (@) ne contienne aucune re- 
lation, il suffit de prendre le point representatif hors d'une 
infinité dénombrable de variétés algébriques. 


En resume: le tetraedre le plus general n’est pas eq. de f.f. 
a un prisme. Pour lui, aucune des sia conditions necessatres 
pour cette equivalence, exigées par le theoreme de M. Dehn, 
nest remplie. 

Pour préciser la portée analytique de cet enonce, il faudrait 
étudier l’indépendance 1) des conditions (£) et (@) soit qu’on 
particularise les constantes qu'elles contiennent, soit qu’on 
leur attribue toute la géneralité possible; contentons-nous 
d’une remarque. Les longueurs des six arêtes étant indépen- 
dantes, / relations (£), 7<6, n’entrainent aucune autre re- 
lation (£) mais elles se traduisent par l relations entre diedres. 
Et comme entre les six diedres d'un tćtraedre quelconque 
il y a une relation, cela peut nous conduire, au plus, à !+1 
relations analytiques independantes entre les diedres. a rela- 
tions (Q) se traduisent par a relations entre les longueurs 
d’arétes. Donc l relations (£) et a relations (Q) entraînent 
au plus 2!+2a+1 relations entre les longueurs d’arétes et 
les grandeurs de diedres; ce qui fera done au plus, 2!-2a+1 


1) De par leur definition meme les (£) et () sont lineairement indé- 
pendantes mais il s’agirait d’etudier si elles sont ou non independantes 
quand on tient compte des relations qui lient, dans un tétraèdre, les Li 
aux A; et les A; entre eux. 
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relations (£) et (9). Pour avoir six telles relations il faut done 
l+a>3. Ainsi il faut écrire au moins trois relations (£) et (2) 
entre les longueurs d’arêtes et les grandeurs des diedres du té- 
traedre le plus général pour qu'il puisse être éq. de f. f. à un prisme. 

Les trois relations dont il s’agit sont indépendantes non 
seulement linéairement, mais aussi compte tenu des relations 
analytiques qui lient diedres et arêtes. 


10. Je viens de m'arrcter un moment sur des remarques 
qui montrent nettement le caractère exceptionnel de léqui- 
valence finie, s’il s’agissait seulement de mettre en evidence 
la différence entre équivalence finie et égalité des volumes 
bien des énoncés amusants pourraient servir. 

Soient deux polyedres équivalents D, D' donc de meme volume, 
je vais faire l’hypothese que D est convexe, cela n’est pas né- 
cessaire au raisonnement mais me permettra de dire que D 
est défini par les plans de ses faces, sans ajouter aucun autre 
renseignement qui sans cela serait nécessaire. Soient OX,, 
OX,,....0X, les directions perpendiculaires à ces faces. Je 
prends, aussi pres qu’on le voudra de OX,, une droite Ox, 
telle que langle X,0x, ne soit exprimable par aucune relation 
linéaire a coefficients rationnels entre x et les diedres de D'; 
puis Ox, aussi pres qu’on le voudra de OX,, et telle que X,0x, 
et x,Ox, ne soient pas exprimables par des relations de la 
méme espece entre les memes angles et x,07,; puis Ox, de 
meme, mais en tenant compte cette fois de x, 02,,%, 023, 14013; 
puis Ox, en tenant compte de 7,02,,2,073,2,00,,17,0X5,2,02,, 0,02, 
etc. Faisons tourner chaque face de D autour d’un de ses 
points pour que, si la position de départ était perpendiculaire 
a OX,, la position finale soit perpendiculaire a Ox,. Nous 
avons ainsi un nouveau polyedre D, tres voisin de D; une 
homothétie convenable de D, donnera un polyedre D, tres 
voisin de D, de meme volume que D et D’. Or il est clair 
que D,, n’est pas éq. def. f. à D’ puisque aucune relation (Q) 
ne contient les diedres de D,. 


Ainsi, etant donnés deux polyedres de meme volume D et D, 
on pourra modifier d'aussi peu que l’on voudra les inclinaisons 
mutuelles des faces de D et obtenir un polyèdre D, de même vo- 
lume que D' et non eq. de f. f. a D. 
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Il est clair que, de la meme façon, etant donné un polyedre D’ 
on peut construire une suite indefinite de polyedres D,, Da, D3... 
tous de même volume que D’, dont aucun n’est éq. de f. f. a D’ 
et tels que deux quelconques d’entre eux ne soient pas eq. de f.f."). 


Revenons au cas de deux polyedres D et D'; nous avons 
obtenu D,, de meme volume que D' et non éq. de f. f. à lui; 
serait-il toujours possible d’obtenir un polyedre 4, de meme 
volume que D, aussi voisin qu’on le voudra de D, et éq. de 
f. f. a D’? C'est l’une des nombreuses questions que l’on pourra 
se poser a loccasion de ce qui précede. Certes on le pourra 
si D’ est un prisme, il suffirait de prendre # formé de cubes 
ou de prismes, mais est-ce toujours possible quand D' est 
quelconque ? 

Remarquons encore qu’un #, formé de cubes et pris tres 
voisin de D peut être cependant fort différent de D par la 
forme; déja notre polyedre D, pourrait être fort différent 
de D bien qu’il ait le même nombre de faces que lui. Ce n’est 
que dans le cas particulier où D n’aurait eu que des sommets 
triedres que D, aurait eu meme structure que D, c’est-à-dire 
qu’il existerait entre les points frontières de D et D, une cor- 
respondance continue faisant correspondre sommet à sommet, 
arête à arête, face à face. La question se pose de savoir si l’on 
peut trouver D, et # de même structure que D; question 
peut-être délicate à traiter, ce qui suffirait à justifier qu’on 
sen occupe. 

Une autre question, sans doute difficile, est celle-ci: re- 
venant au cas où D est un tétraëdre et où D’ est le cube de 
meme volume, préciser tous les cas possibles quant au nombre 
de relations (£) et (Q) linéairement indépendantes et en donner 
des exemples précis numeriques. 


11. C'est à l’aide de tels exemples précis que M. M. BRI- 
CARD et DEHN ont tout d’abord montré la différence entre 
égalité des volumes et équivalence finie. M. BRICARD avait 
considéré le cas ou D était un tétraedre régulier et D’ un cube; 
M. DEHN a considéré de plus le cas ou, D étant encore un té- 
traedre rćgulier, D’ serait forme de deux tels tétraedres. 


1) Bien entendu il conviendrait cette fois de remplacer les choix arbi- 
traires par des choix détérminés, ce qui est immediat. 
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Par ces exemples, ces Auteurs posaient le probleme de 
l’equivalence dans le cas ou D et D' sont deux systèmes de 
polyedres réguliers, probleme dont nous allons nous occuper. 

I] est bon que je rappelle, tout d’abord, comment on peut 
calculer les éléments des polyedres réguliers. Soit © le centre 
de la sphere circonscrite a un polyedre, A un sommet de ce 
polyedre, AB une aréte dont le milieu est J et soit O le centre 
d'une des deux faces passant par AB. Les diedres du triedre 
QA, 20, QI sont: 


POT 2.045", 63008, 
2 8 f 


s’il y a s faces passant par chaque sommet et si chaque face 
a f côtés. Les faces de ce trièdre sont les angles sous lesquels 
de 2 on voit le ! côté AI, l’apotheme OI, le rayon OA du 
cercle circonscrit a une face et comme les triangles QOI, 204A, 
QIA sont rectangles respectivement en O, en O et en J, le 
calcul des longueurs a partir de l’une d’elles serait facile. Ce 
sont les dièdres qui nous intéressent; OIQ est la moitié de 
langle plan du dièdre © A ków AB, donc la face OQI de 


TT 
notre triedre est aussi =—; —, D'où la formule: 


os — ll er 
C — = SN — ; maz 
8 2 f 


D u. y 
qui donnera sin—, d’ou tg ©. On trouve ainsi, pour les diedres 
T,H,0,D,I des cing polyedres réguliers 
tg T= 2/2, tg H=oc, tg 0=—2)/2, tg D=—2, tg I 


Utilisons le fait suivant‘): Les seuls angles commensurables 
avec x dont le carre de la tangente est rationnel sont les angles: 


k z” k entier, te”kn= 0,00, 
kat © tę? (kn + 7) =l' 
kat os tę (kn + 5) = 
kn + à tg kn +5) = 


1) Voir la Note II placée à la suite de cette conférence. 
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Nous constatons que les angles T,0,D,I sont incommen- 
surables avec H done un cube n’est eq. de f. f. avec aucun autre 
polyedre regulier de méme volume. C'est la gónćralisation du 
resultat tout d'abord indique par M. BRICARD, mais on peut 
aller plus loin. 

Des valeurs indiquées des tangentes, il résulte que T+0=n 
donc T et O ne sont pas commensurables entre eux, sans quoi 
ils le seraient avec x. Soit d’autre part un couple de deux 
de nos diedres, sauf le couple 7,0, et ne contenant pas H. 
Par exemple 7 et J, s’ils étaient commensurables entre eux 
on aurait 2mT=2nl, m et n étant entiers; nous savons déja 
que tg 2mT et tg2nI ne sont pas nulles puisque T et I sont 
incommensurables avec x, mais les expressions de tg 2mT 
et tg 2nZ nous les donnent sous la forme de polynömes en 
tg? T, ou tg? I, multipliés respectivement par tg T, ou tg I. 
Done on a: 

tg 2mT=rV2, tg2nl=r' V5, 


r et r" étant des nombres rationnels non nuls; l’egalite 2m T=2nI 
est impossible. Donc, les cing diedres des polyedres reguliers 
sont incommensurables deux a deux et, par suite, deux polyedres 
réguliers ne peuvent être eq. de f. f. que s’il sont égaux. 


Bien entendu on pourrait aussi bien conclure que la fi- 
gure D, formee d’un nombre fini de polyedres réguliers sem- 
blables entre eux, ne peut être éq. def. f. a une figure D”, for- 
mée d'un nombre fini de polyedres reguliers semblables entre 
eux, que si tous ces polyedres sont semblables entre eux. Mais 
meme dans ce cas lćquivalence est-elle possible? Il est clair 
qu’il y a équivalence s’il s’agit de figures de meme volume 
et formées de cubes, si, au contraire, il s’agissait de figures 
formées de tétraëdres réguliers nous savons deja, d’après 
M. DEHN, que l’équivalence est impossible si l’une des figures 
contient un seul tétraedre et l’autre deux. Ceci se généralise faci- 
lement: un polyedre régulier autre qu'un cube ne peut jamais être 
transformé par équivalence finie en plusieurs polyedres semblables 
à lui. Soit, en effet, L l’arète du premier polyedre. Lisls, laslas 
par exemple, les arêtes de quatre polyedres qu’on aurait déduit 
du premier par équivalence finie, le théorème de M. DEHN 
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nous donnerait, puisque tous les diedres sont égaux et in- 
commensurables avec z, 

L=1,+h+h+h, 
pour tout systeme de solutions rationnelles des (£). Et il y a, 


on l’a remarque, des solutions aussi voisines qu’on le veut de 
L,l,,1,,l3,1,; on devrait par suite avoir: 


D=1,+-1,+1,+4, 2). 
Mais légalité des volumes requérrait 

D=h+h+b+h, 
il y a contradiction. 

De méme, on voit qu’un systeme de deux polyedres reguliers 
ne peut être équivalent de façon finie a un autre système de deur 
polyedres reguliers, st les quatre polyedres sont semblables entre 
eur et ne sont pas des cubes; car Véquivalence requćrrait 


Deere u += +0. 


Jusqu'ici le fait que 7,0,H,D,I sont incommensurables 
deux a deux est seul intervenu de sorte que les résultats peuvent 
s’etendre à d’autres polyedres que les polyèdres réguliers; 
un seul exemple suffira: Un polyedre dont tous les diedres sont 
commensurables avec x, sauf certains d’entre eux qui sont égaux, 
ne peut être transformé par équivalence finie en plusieurs autres 
polyedres semblables à lui. Si, en effet, on représentait par £ la 
somme des longueurs Z des aretes des diedres A non commen- 
surables avec x et par © la somme des L correspondant, et 
si ką, ka,....k, sont les rapports de similitude des polyèdres 
obtenus au polyedre primitif, le thćoreme de DEHN donnerait, 
R ćtant rationnel, 


(£— k f£— k40— ...—k,f)A=Ra, 
d’ou 
K+hot..+k,=1; 
tandis que légalité des volumes exigerait 


K+k+t..+k=l. 


— 5+ — —_ --——_ ee ————————— —— 


1) On peut aussi dire la relation L=1,+1,4+1,+1, devant faire partic 
dex (£), la relation D=1l,+1,+1,+1, fait partie des (4). 
Pocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 15 


212 H. LEBESGUE 


Dans le cas le plus general de deux systemes de polyedres D 
et D’ il conviendrait de même d’exprimer arithmótiquement 
tous les diedres à l’aide de x et du plus petit nombre possible 
de diedres, c’est-a-dire de résoudre les équations (©) linéaires 
a coefficients entiers liant les diedres et x. Lorsque D et D’ 
ne sont formés que de polyedres réguliers cela est possible car 
alors, tres exceptionnellement, on sait écrire le système (Q). 


12. Nous avons trouvé deux relations (@), savoir: 
2H=7n, T+O0=n; 
grâce à elles toute autre relation (@) s’écrirait 
2n,T+2n,D+ 2n,]=2n;n, 


tg 2n,T-+ tg 2n,D 
— tg 2n,T - tg nD 


d’où 
tg (2n,7 + 2n,D)=—tg 2ml =- 
Or nous avons dit que 
tg 2n, T,=r,V2, tg 2n,D=r tg 2n,1— rV5, 


Tista; étant des nombres rationnels non nuls. Donc on aurait 


ROEE rV2+r, nati 2+ +2) 


1— rr, tre, fe I 
égalité evidemment impossible: entre les diedres des polyedres 
réguliers et x il n'existe pas d’autres relations linéaires a coeffi- 
cients entiers que celles qui résultent de 2H=n, T+0=n. 


Si donc on a deux systèmes D et D’ de polyedres réguliers 
et que ces systemes soient equivalents, les relations de DEHN 
qui s’écrivent, a l’aide de notations qui se comprennent immé- 
diatement, 

(£r—£r) T + (Ly— Ly) H + (Lo— Lo) O+ (Lp—Lp) D+ (£,—£;)I = Rn 
donnent 
[(fr— £o)— (£7—Lo)] T+-(Lp—Lp) D+ ZE £)I=Rın, 
d’ou 
Lr—Xo=Lr—Xo, Vp= £p, Lr=Ly; 
relations qui sont satisfaites si, et seulement si, l’on a: 


tr—Lo=lr— to, Lp=£p, vı =L}. 
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Ces conditions necessaires d’equivalence sont, avec celle qui 
exprimerait Vegalite des volumes, les seules que nous sachions 
ecrire pour le cas de deux systemes de polyedres réguliers. Elles 
fourniraient naturellement à nouveau les énoncés déjà for- 
mulés mais elles permettent d’aller un peu plus loin; on peut 
affirmer, par exemple, qu’un polyèdre régulier autre qu’un 
cube ne peut être transformé en polyedres réguliers semblables 
entre eux par équivalence finie. Les conditions nécessaires pré- 
cédentes exigeraient en effet que les polyedres obtenus soient 
semblables aussi au polyèdre primitif. On peut dire aussi qu’un 
polyèdre régulier autre qu'un cube ne peut être transformé par 
équivalence finie en deux polyedres réguliers. En effet, il nous 
suffit d'examiner le cas où les deux polyedres obtenus ne sont 
pas semblables entre eux; mais alors nos conditions expri- 
meraient que l’un d’eux est semblable au polyèdre primitif 
et au moins egal à celui-ci, ce qui est impossible. 

Quant à l’équivalence finie d’un polyedre régulier en un 
systeme de polyèdres réguliers, nos conditions nécessaires 
laissent les possibilités suivantes: transformation d’un po- 
lyedre régulier P en des polyedres P,, semblables à P et dont 
la longueur totale des aretes est la meme que pour P, et de 
plus en des cubes, ©, des tetraedres €, des octaedres © la lon- 
gueur totale des arêtes des tetratdres € étant égale a la longueur 
totale des arêtes des octaedres © 1), Dans le cas où P est un 
cube, la condition d’égalité de longueur totale entre les arêtes 
de P et de P, disparait; de sorte que, par exemple, il n’est 
pas exclu qu’un cube puisse être ćq. de f. f. à un système 
formé d’un tétraedre et d’un octaedre. 

Nous sommes entierement dépourvus de moyens ayant 
quelque généralité pour décider si les équivalences que nos 
conditions nécessaires ne nous ont pas permis de déclarer 
impossibles, existent ou non. On ne connait, en effet, aucune 
condition suffisante d’équivalence, si restrictive soit-elle; on 
ne connaît que des exemples d’équivalence. C’est là une grave 
lacune de la théorie actuelle de l’équivalence finie, sur laquelle 
j'appelle l’attention des jeunes chercheurs. 


1) Bien entendu, meme si P est un tetraedre par exemple, ìl faut dis- 
tinguer ler P, der €. 
15” 
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C’est par des dissections de polyedres réguliers en po- 
lyedres réguliers — ce qui est un cas particulierement évident 
d'équivalence finie simple entre le polyedre primitif et Pen- 
semble de ses parties — que je vais repondre, tres partielle- 
ment, aux questions d’existence soulevees il y a un instant. 


13. On connait bien deux telles dissections. Partant d'un 
cube, d'un tćtraedre régulier ou d'un octaedre rćgulier, divi- 
sons-en les aretes en n parties egales, n ctant un entier 
quelconque, et par les points de division menons des plans 
paralleles aux faces. Nous dissequons le polyedre initial P en 
polyedres reguliers p, qui sont tous des cubes si P était un 
cube, qui sont des octaedres et des tetraedres si P était un 
tetraedre ou octaedre. Par exemple, on divisera ainsi un cube 
en 8 cubes, un tétraedre en 4 tetracdres et 1 octaedre, un 
octaedre en 6 octaedres et 8 tetraedres. La prolongation indéfinie 
des sćries de plans paralleles qui viennent de nous servir donne 
deux pavages de l’espace: le pavage I en cubes égaux, le pa- 
vage II en tetraedres et octaedres de meme longueur d’arête. 
Si nous ne conservons que 3 des 4 sćries de plans paralleles 
qui donnaient le pavage II, nous obtenons un pavage III la 
maille est un parallćlipipede à faces losanges, un rhombocdre. 
Ce rhomboedre, qui se présente à nous comme formé d’un 
octaedre régulier et de deux tćtraedres réguliers, est, comme 
tout prisme, éq. de f. f. a un cube. Done un cube est eq. de f. f. 
au systeme formé de deux tétraedres réguliers et d'un octaedre 
régulier, tous trois de même longueur d’arcte. 

Ainsi, partant d'un cube P divisé en cubes p, nous pour- 
rons agglomćrer certains de ces p, en eubes plus grands, rem- 
placer d'autres p, ou certains de ces cubes plus grands par des 
systemes de deux tétraedres et d’un octaedre; partant d’un 
tetraedre ou octaedre P divisé en tétraedres et octaedres p, 
nous pourrons agglomerer certains de ces p, en tótrućdres ou 
octaedres plus grands puis remplacer certains des systemes 
de deux tćtraedres et d'un octaedre tous trois de méme lon- 
gueur d’aréte par un cube. Bref, nous prouvons que par équi- 
valence finie un cube, un tetraedre regulier ou un octaedre re- 
gulier, peut ćtre transformé en un systeme forme de cubes, de 
tetraedres réguliers et d’octaedres réguliers. 
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14. Renoncons a la transformation d'un rhomboedre en un 
cube par equivalence, les pavages I et Il nous donnent d’abord 
les p, des agglomérations convenables de ces p, nous donnent 
quantité de dissections d'un cube (d'un tetraëdre ou octaedre) en 
cubes (en tetraedres et octaedres) dont les faces sont parallèles 
à celles du solide primitif; les arêtes de tous ces solides ont une 
commune mesure, Savoir la n-ieme partie de l’arete de P si, pour 
avoir le pavage, on avait divisé cette aréte en n parties égales. 

Pour terminer, je vais prouver que les dissections qui viennent 
d'être indiquées sont les seules dissections de polyedres réguliers 
en polyedres réguliers qui existent. En effet, si un polyedre P 
est disséqué en polyedres partiels P;, chaque diedre de P est 
une somme de diedres des P,; or entre les diedres des polyedres 
réguliers n’existent que les relations 2H=n, T+O=2x2. Done 
si P et les P; sont réguliers, ceux des P; qui emplissent les 
diedres de P sont semblables a P. La longueur totale des aretes 
de ceux des P; qui sont semblables a P doit done étre supe- 
rieure a la longueur des aretes de P, puisque les aretes de ces P;, 
qui ne sont pas toutes confondues avec celles de P, doivent 
pourtant recouvrir toutes celles de P. Mais nos conditions 
necessaires d’équivalence appliquées a P pris pour D et a la 
famille des P, prise pour D’ montre que si D est un dodécaedre 
ou un icosaedre ces deux longueurs totales doivent etre égales. 
Un dodecaćdre ou un icosaedre ne peut donc pas ĉtre disseque 
en polyedres réguliers. 

Supposons, pour fixer les idées, que P soit un tetraedre; 
ses diedres sont remplis par des tetra@dres P;; enlevons-les. 
Il nous reste un polyedre, ou un ensemble de polyćdres, P’ dont 
les diedres inférieurs à x sont égaux à x—T=0 done sont 
remplis par des P; octacdriques. Ces octaedres ont leurs faces 
parallèles a celles de P; donc, en enlevant ces nouveaux P,, 
on a un polyédre P” dont les diedres inférieurs a x étant 
toujours formés par des plans de mêmes directions sont T 
ou (0; on pourra done continuer le raisonnement jusqu’à ce 
qu’on ait enlevé tous les P,. La dissection de notre tétracdre 
n’est done bien possible qu’en tétratdres et octaedres a faces 
paralleles a celles du tetraedre primitif. 

Prenons trois arêtes de celui-ci pour axes de coordonnées 
et considérons les projections obliques associées à ces coor- 
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donnees. Les sommets des P, projetes divisent les axes en 
segments que j’appellerai respectivement a,,b;,cz. Appelons lm 
l’arete de Pm, | celle de P. Entre toutes ces quantités il existe 
des relations linéaires, celles qui expriment / et les /,, en fonctions 
des a,, en fonctions des b,, en fonctions des c,, d'une maniere 
pour les tétraedres, de deux manieres pour les octaedres qui 
ont, chacun, deux arétes paralleles a chaque axe et celles qui 
expriment que chaque tetraedre a une face parallele à celle 
des faces de P qui n’est pas plan de coordonnées et que chaque 
octaedre a deux telles faces. Toutes ces relations sont lineaires 
homogenes a coefficients entiers, elles permettent d’obtenir 
sans indetermination les a;,b;,c, en fonction de l et des ln. 

Considérons le systeme (S$) d’équations linéaires obtenu 
en remplacant, dans toutes les relations linéaires, homogenes, 
a coefficients rationnels entre les a,b,c,l, les longueurs connues 
a;,b;,Ch,l„ par des inconnues a, eae Ce système est possible, 
nous allons montrer qu’il est déterminé et nous savons qu’il nous 
suffira pour cela de montrer qu’il determine les l,,. S'il n’en 
était pas ainsi on aurait des solutions telles que: 

Fas — lm 2 Unts + lu tat -sss 
les tta... étant des paramètres arbitraires. Or, parmi les consé- 
quences algébriques de ($), se trouve la relation qui généralise 
celle exprimant que le volume de P est la somme de ceux 
des P,, savoir: 
=D nl m , 

Am ôtant 1 ou 4 suivant que P, est un tétraedre ou un octaedre. 
Or ceci s’écrit: 


PD Ant eet A, lee... 
Il faudrait donc, en particulier, que l’on ait 


mn (im) = 9, 

relation impossible puisque tous les termes du premier membre 
sont positifs. Notre systeme est donc dóterminć, sa résolution 
donnera les ł,„ en fonction de l par des calculs rationnels faits 
a partir des équations ($) à coefficients entiers; les rapports 
L,/t sont done bien tous rationnels. 

Le raisonnement precédent s’appliquant aussi bien aux 
cas de ’hexaedre et de Poctaedre, notre théorème est démontré. 
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16. Il est assez curieux de remarquer qu’il conduit a une 
condition de commensurabilité a rapprocher de celles aux- 
quelles la theorie des quanta, rajeunissant et renouvelant les 
anciennes lois de rapports simples, a conduit récemment. 

Et, puisque nous pensons un instant a la physique, cons- 
tatons que des méthodes comme celles relatives a l’etude 
des cristaux par les rayons X, ont montré l'intérêt que pré- 
senterait pour les physiciens une connaissance profonde des 
polyedres, que les mathématiciens ont jusqu'ici tres peu étu- 
diés 1). C’est l’une des raisons qui m’a fait choisir le problème 
de l’equivalence comme sujet de cette conférence; ce probleme 
peut en effet fournir une occasion de pénétrer quelque peu 
dans le monde peu connu des polyedres. 

Ce problème n’est évidemment pas de ceux qui s’imposent 
avec urgence à l'attention des mathématiciens physiciens, 
malgré ses origines lointaines qui le rattacheraient quelque 
peu a l’atomistique: C’est, en effet, le besoin, l’espoir de trouver 
des constituants simples et constants pour les corps qui fit 
croire aux mathématiciens que deux longueurs quelconques 
avaient toujours une commune mesure, un atome commun, 
et l’équivalence de deux polyedres des qu’ils ont le même 
volume pouvait sembler etre une consequence naturelle de 
existence pour ces deux polyédres d’atomes communs. En 
somme, des espoirs en ce sens semblaient fondés puisque la 
même idée générale avait procuré de remarquables succés: ainsi, 
en considérant le plan pavé de triangles égaux, on avait été 
conduit au théorème de THALES. 

Peu importe, apres tout, que le probleme de l’équivalence 
ait ou non une importance concrete; le mathématicien ne 
s'occupe pas des questions a cause de possibilités d'utilisations 
immédiates; il lui suffit qu’il reste à chercher, qu’il y ait des 
difficultés à vaincre, des beautés à découvrir; j'espère avoir 
réussi à convaincre les jeunes qui ont bien voulu m'ćcouter 
que le probleme de l’équivalence remplit ces trois conditions. 


1) Récemment un physicien francais, M. G. Fournier, retrouvait 
les nombres de la serie de Mendeleef par la considération de certains 
corps formes a l'aide du pavage II. 


218 H. LEBESGUE 


Note I 


Je vais reprendre ici la démonstration, esquissee dans 
le texte, du théoreme de M. DEHN. Nous sommes partis de 
deux polyedres, ou systèmes de polyedres, D et D’, divisés 
respectivement en polyedres d;, d; congruents; nous avons 
considéré un segment s, d’une arête de l’un des d;i pris aussi 
grand que possible sans qu'il contienne un sommet des d; a son 
interieur et & ce segment de longueur o,, nous avons attaché 
la somme 2, des diedres a, des d; qu’on rencontre en tournant 
autour de sn. Or, on a: 


(1) Zp„=Ap 2m, © 


suivant les cas. On a aussi la relation analogue pour D’, les 
x, étant aussi des sommes de diedres a, 


(1’) Si= A, x m; 


Les longueurs lm des arêtes des d; et les longueurs Lm des 
aretes de D s’expriment par des relations: 


(2) l= 0,0,; L,,= > nI 
les 0, et 7, étant égaux à 0 ou à 1. Et de même 


(2% L=29,0,, Lim 


I 


D’après la définition meme des oz et o, nous sommes d’ail- 
leurs certains que l’inversion des systemes (2) et (2’) est possible 
et donnerait des relations 


3) = X Lulat È Tnln, 3) o= È bulat StL, 


les ¢,7,2’,v’ étant égaux 40 ou à + 1; chaque o, est donne par 
au moins une égalité (3) mais peut-ċtre donné par plusieurs 
telles égalités et de même pour o}. 

De sorte que lorsque l’on forme, avec M. DEHN, la somme 
Sonn, Sa valeur X lmam, évidente géométriquement, résulte 
aussi algébriquement des égalités (2) ou (3). On a ainsi, comme 
conséquence algébrique de (1), (2) la relation: 


(4) Ż lnam= 2 Lx Arta 2 Exon, 
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è étant égal a 0, 2 ou J suivant que le second membre de 
l'égalité (1) relative à D, est un A, est 2x, ou est x. Tenant 
compte de (3), ceci s’écrit encore: 


(5) > INC DA LAr talè WY POSAY erly» 


les E et e étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. 
De même on aura: 


(5') DP bry D1 Ly Aga Se Eg la Nela, 
d’ou 
(6) LA, D LA =ald Eu 2 Be + (es— eż) al 


Cette relation, etant conséquence algébrique des précédentes, 
ił suffirait que des variables Lr, Ag, Lr, Ah,ln,am,0,,0„ vérifient 
les relations (1), (1'), (2), (2°) obtenues en mettant dans (1), 
(1'), (2), (2), ces variables a la place de Ly, Ax, Lk, Ar, Im Am; On, On 
pour qu’on en déduise: 

(6) SL,A,—S) DA=ald E,L—2 EL + Ne en) ly - 

L'égalité (6) ne contenant pas a„,0n,0n, ćliminons ces in- 
connues des équations (1) et (1’) d’une part, (2) et (2’) d’autre 
part; ceci nous donne des relations desquelles, dans l’ignorance 
ou nous sommes de la disposition et de la forme des d; et di, 
nous pouvons dire seulement que ce sont des relations linéaires 
homogènes à coefficients entiers entre les A, Ag et x d’une 
part, entre les L,,L;,/, d'autre part. 

Résolvons ces dernières relations par rapport aux À, nous 
obtiendrons chaque J, comme fonction linéaire homogène 
à coefficients rationnels des L,,L;, et éventuellement de para- 
metres arbitraires. Portons ces valeurs dans (6), les parametres 
arbitraires ne figurant qu’au second membre disparaitront 
et nous trouverons: 


(7) > L(Ax—rin)=2 Li(A;— rin), 


les r et r etant des nombres rationnels. 

Nous avons dit que les A,,A, doivent vérifier certaines 
relations linéaires, celles-ci sont vérifiées par A+, Ak donc nous 
serons certains d’avoir bien choisis les A}, A, si nous les astrei- 
gnons à vérifier toute relation linéaire du type considéré que 
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verifient les A,,A;. Les Lre La doivent vérifier les relations 
linéaires homogènes à coefficients entiers résultant de Péli- 
mination des /,,0,,0, entre (2) et (2'), relations qui sont toutes 
vérifiées par L, et Lr, donc: 


A. Si D et D' sont eq. de f.f., a chacun de leurs diedres on 
peut attacher un nombre rationnel r, ou rz tel que l’on ait la re- 
lation (7) pour toute solution La, Lẹ des équations (£) linéaires 
homogènes à coefficients entiers et qui sont vérifiées par Lr, Lr, 
et par toute solution A,, Ax des équations (9) linéaires, à coeffi- 
cients entiers, dont le second membre est un nombre entier de 


fois x, et qui sont vérifiées par Apr, Aj,*). 


A cet énoncé, adjoignons-en deux autres qu’on aurait 
obtenu, le premier en ne remplaçant pas a„,4,,A, par des 
variables, le second en ne faisant que ce remplacement. 


R. Si D et D’ sont éq. de façon finie, on a la relation: 
(8) D IA ram) =2, Lh(Ai—riz) 
pour toute solution des equations (2). 
C. Si D et D’ sont eq. de f. f., on a la relation: 
(9) 2, IA Fkt)=2, LA rin), 
pour toute solution des equations (Q). 


En apparence ces ćnoncćs sont plus particuliers que A, 
en réalité, ils sont ¢quivalents. Supposons, en effet, que la con- 
dition (8) soit verifiee. La solution la plus générale des (£) 
est une combinaison linéaire homogene d’un certain nombre p 
de solutions rationnelles £y1, £4.13; Leo) Lhah us Las Dkp et pour 
chacune de ces solutions on a donc: 


(10) D £i(Ar—ren)=2 Ari). 


1) Les équations (£) et ({) sont en nombre infini, mais il suffit d’écrire 
un système arithmótiquement complet de ces équations, c’est-à-dire tel 
que toute autre equation (.£) et (X) soit une combinaison linéaire a coeffi- 
cients rationnels de celles ecrites. 
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Or ceci est une relation linéaire homogene entre les Ar, A, 
et x qu’on pourrait écrire avec des coefficients entiers, elle 
fournit donc une des équations (@), donc on a aussi: 


D: Ly (Arrn) =) (A= TRI). 


Et, par combinaison linéaire homogene de ces p relations, 
on obtient la relation (7). 

On démontrera de même que C est équivalent à A en remar- 
quant que la solution la plus générale des (Q) s'obtient à partir 
d'un certain nombre q d’entre elles, qui sont commensurables 
avec 7, comme combinaison linéaire homogene et dont la 
somme des coefficients est un de ces q solutions particulières. 

La généralité de A étant apparente, utilisons l’enonce B. 
Il fournit les p relations (10); chacune d’elles s’écrit encore 


(11) Dd Lri Ard Lei An= Rin, 
R, étant rationnel et donné par 
(12) Lt Inn Ri. 


Mais les p systemes de nombres £,;,fr,; étant linéairement 
independants, comme systeme fondamental de solutions des (£), 
les relations (12) donnent des nombres rationnels r,,r; quelles 
que soient les valeurs rationnelles que l’on donnera aux R,- 
Donc on peut remplacer les p relations (10) par les p re- 
lations (11) avec la seule mention que les R, doivent étre ra- 
tionnels. Or, s'il en est ainsi, toute solution rationnelle des (£), 
étant combinaison linéaire homogene 4 coefficients rationnels 
des £%,,, £4.;, fournira une relation de la forme (11). D’ou l’énoneé 
de M. DEHN, équivalent aux precćdents: 


D. Si D et D’ sont eq. de f. f., pour toute solution rationnelle 
des équations (£), on a une relation 


(13) X (Ly)rAu— Y (Ly), A= Ra, 
R etant rationnel. 

Les énoncés A,B, C, D sont donc équivalents; si, par exemple, 
l'énoncé de M. DEHN ne parle que des équations (£) comme 


il oblige à reconnaitre si la relation (13) est ou non vérifiée, 
c’est-à-dire si elle est ou non une des relations (©) il suppose 
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done aussi en realite, des connaissances relatives aux équa- 
tions (@). C’est pourquoi j’ai préféré donner tout d’abord un 
énoncé qui montre que les rôles des (£) et des (@) sont pa- 
ralleles, mais il fallait aussi que je mette en garde contre la 
généralité, plus apparente que réelle, de cet énoncé A. 

Imaginons que nous sachions effectivement former les (£) 
et les (@), alors nous trouverons, comme il a été dit, les L, L; 
par des formules 


L;=t; Vht + b Leo + = +tpLrps L,=zt, ve +l, Vk + + („BĘ 
et les A}, Ak par des formules 
Ar=n (Arot Brit- +0 Brg) An=2(Ako+ 01 Bi +... + 008,9) 


les £ et 0 étant des parametres arbitraires, les ©, Q', 2,8’ étant 
rationnels comme les Les, Cri, les Bri, 84; donnant un systeme 
fondamental de solutions des équations homogenes (#) deduites 
des (@) en y remplaçant x par zero. 
Si nous portons ces expressions dans (7) nous avons les p 
relations 
2 Lai no — NSA Lyi (Vo — 1p) 


qui s’eerivent encore 
> Ly i Ap o— > (ki dy 0 = SĄ, 7, 
les dł, étant rationnels, et les pq relations !) 
D tku Brj— J Lh Br j= 0. 


Mais si nous avions utilisé énoncé de M. DEHN, par exemple, 
les mêmes relations se seraient immédiatement aussi pré- 
sentées à nous car les Q,, Ah s’obtiennent en donnant aux 6 des 
valeurs qui doivent etre arithmétiquement indépendantes 
linćairement; sans quoi, en effet, les A,,A, vérifieraient une 
relation de la forme (4) que ne vérifieraient pas tous les Åp, Ar, 
ce qui est absurde. Des lors, en portant ces expressions des 


1) Ces relations ont ete ecrites pour la premiere fois par M. O. Nicoletti 
qui, dans ses recherches, a aussi mis en ćvidence le parallélisme des róles 
des systemes (.£) et (80) (Rend. della R. Acc. d. Lincei. l-er sem. 1913. Rend. 
del Cire. Mat. di Palermo l-er sem. 1914 et 2-e sem. 1919). 
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Ar Ak dans la relation (13) nous aurions bien nos mêmes p(q +1) 
relations. 

Ainsi, non seulement tous les énoncés sont équivalents 
theoriquement, mais ils le sont pratiquement car ils conduisent 
aux memes calculs. 

Je ne me suis occupé que de l’equivalence simple. Le pas- 
sage a lequivalence par multiplication est immédiat; pour 
l’equivalence par difference, nous raisonnerons, avec M. DEHN, 
comme il suit: 

Soient 4 et A’ deux systemes de polyedres cq. de f. f. simple 
ou par multiplication et supposons que D--4 et D'+A' soient 
aussi eq. de f. f. simple ou par multiplication. Nous aurons 
a considérer trois systemes d’equations (£), celui relatif à la 
comparaison de A et A’, soit (£):, celui relatif a la compa- 
aiso n de D+4 et D’+4', soit (2)p+4 et celui relatif a la com- 
paraison de D et D’, soit (2)». 

Pour que des L; et L: relatifs aux diedres de D et D’ appar- 
tiennent à une solution des (£)»:41 il faut qu'ils verifient les 
équations obtenues en ćliminant. dans les (L)oıı les L; L; 
relatifs a A et A’, équations qui font partie des (©)p, qui sont 
même les (£)p car toute equation (+) appartient évidemment 
aux (£)p+;. Raisonnant de meme les (4); remplaçant les (£)p, 
on voit que toute solution des (£)»+3 est formée par lasso- 
ciation d'une solution des (©), qu’on peut prendre arbitraire 
avec une solution convenablement choisie des (*);. 

Done, a une solution rationnelle des (£)», il suffit d’ad- 
joindre une solution rationnelle convenable des (2); pour avoir 
une solution rationnelle des (£)p41; mais ceci nous donnera 


(13), (Lu): AG) (Li) A= Ra, 

entre les éléments de 4 et 4; 

(13)p--3 Y (Li) Ar— X (Li) Aı= Sa, 

entre les elements de D+A et D'+4'; d’où par difference, 
(13), SE) ADD A= (Rs) a, 


entre les éléments de D et D’. D'où Penonce D, et par suite 
aussi les énoneés A,B,C pour Pequivalence gencrale. 
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Note Il 


Demontrons la proposition utilisee dans le texte: les seuls 
nombres de la forme +} r, où r est rationnel, qui sont égaux a la 


= l 
tangente d’un arc commensurable avec x, sont 0, +1, +)3, + j5 


Ecrivons r sous forme irréductible m/n; nous supposerons 
d’abord que l’un des deux nombres m et n, premiers entre 
eux, admette un facteur premier p, autre que 3. Et puisque, 
si m/n était la tangente d’un arc commensurable avec z, il en 
serait de même de n/m, supposons que p divise m. Et montrons 
qu’on ne peut avoir 


/m ka 
= the tg zy tse 


k et N étant entiers. L’expression de tg 2Nz en fonction de tg x 
nous donnerait, à l’aide des coefficients binomiaux O5»; 


2N—1 
x 


(= Con tg 1— Czy tg” TENT ior a tg 


ou, en divisant par tgx et en multipliant par n“ ! 


: 2 y A 
r 2N -Oon— > 2N ‘Con a 
0=2N.n" 1— ne mn" — aa. ME NRF... 
aN. a 
Hs l mè n-i o HHN mA. 


m contient p à une puissance positive a,n ne le contient pas, 
2N le contient à une puissance 8 positive ou nulle. Le premier 
terme du second membre contient donc p exactement a la 
puissance 5; le second terme le contient a la puissance a 
à cause du facteur m et à la puissance 8 au moins à cause de 


y= M SP ' puisque, p étant différent du dénominateur 3, 


Con pot le facteur p au moins autant de fois que 2N. 
Pour les mémes raisons, le terme 


O+! mën — 2N.Czy : k N—h1 


2k+1 
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admet p au moins a la puissance ka+ f, tant que p ne divise 
pas le denominateur 2k+1 et au moins à la puissance 
ka+ß—y si p est a la puissance y dans 2k+1. Mais alors 
p Dest pas ćgal a 2, il est au moins ćgal a 5, et de plus on a: 


2k+ 
2k+1>p'>b57>5y, YS e <k<ka. 


Donc p est contenu dans le terme examine plus de 5 fois. 
L’egalite envisagće est done impossible, puisqu’au second 
membre tous les termes, sauf le premier, seraient divisibles 
par p”*'; le théorème est démontré pour le cas envisage. 

Il nous reste à examiner le cas où l’un des deux nombres m 
et n est une puissance de 3 supérieure à la premiere et où l’autre 
est égal à 1. Soit m=3*,a>2;n=l. 6 et y ayant les mêmes 
significations que plus haut, on aura cette fois 


2k+1 


> 


2k+1>3>3y, YZ -<k<ka. 

Le théorème est donc aussi prouvé pour ce cas, et l’on 
voit en même temps comment s’introduit le cas exceptionnel 
p=3, a=1 indiqué par l'énoncé. 

Ce mode de raisonnement !) est susceptible de fournir des 
résultats plus généraux, mais moins simples et que je ne puis 
demieapper ici, relatifs par exemple à d’autres irrationnelles, 


Vr ou a+bfr, par exemple. 


Le raisonnement par lequel, daus le texte, on a forme 
toutes les équations (@) pour le cas des polyedres réguliers 
peut aussi étre utilisé dans des cas beaucoup plus généraux. 
I suffira ici de donner cet énoncé: si l’on a des angles A,, Aa,..., An 


dont les tangentes ne sont égales ni à 0, ni à +1, nià +f3, 


p 1 - i 
ni à + v3 , et ont des expressions de la forme tg A;=Vr,, r, etant 


A 


rationnel, si, de plus, chaque ri, à partir de i=2 contient à son 
numerateur ou à son dénominateur un facteur premier à une 


1) C’est celui que M. H. G. Forder, dans son ouvrage: The Foundations 
of euclidean Geometry, utilise pour le cas particulier de T= 2) 2. d’apres 
une suggestion de M. R. Cooper. 
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puissance impatre et que ce facteur ne se trouve a une puissance 
impaire dans aucun terme de 7,,%o,...,7i-1, il n'existe entre les A 
et n aucune relation a coefficients entters. 


En effet, une relation 
tg [2nı Aı + 2n.Aot+...+ 2n,Aul=9, 


entrainerait entre les |r, une relation linéaire par rapport 
a chacun de ces radicaux et a coefficients rationnels en tant 
que relation multilinćaire, ce qui est impossible. 


SUR LES POINTS ZEROS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES 


Par F. LEJA, Kraków 


Designons par R, l’espace de k>1 variables complexes et 
par {P,} une suite de points différents quelconques de R, ten- 
dant vers lorigine des coordonnées 0. 

Je dirai qu’une suite {P,,' de R, est une suite de Caratheo- 
dory, ou qu'elle est du type C, si chaque fonetion analytique 
de k variables complexes, réguliere au voisinage du point 0, 
s annule identiquement lorsqu’elle s’annule en presque tous les 
points Pn. 

On sait que chaque suite {P,} du plan KR; est du type C 
et que cette proposition n’est pas vraie dans le cas de l’espace 
R, où k>21). Néanmoins, il existe dans chaque espace R 
des suites {P,} du type C. De telles suites ont été construites 
par ©. CARATHEODORY ?). 

Je vais donner une condition suffisante trós simple pour 
qu'une suite {P,} de l’espace Ra soit du type C. Nous dési- 
gnerons par (x,y) les coordonnées d’un point variable dans R, 
et par (Tn, Yn) celles du point P,. 

Chaque suite {En Ya), OW |Bn|+-|yn>0, tendant vers l’origine 
des coordonnees est une suite de Caratheodory si la suite 


(1) {Yn/Ln} 


a une infinité de points d’ accumulation. 


1) Par exemple, la fonction f(z,y)=—2z-+y* n’est pas identiquement 
nulle bien qu'elle s’annule aux points Pn des coordonnées z= zx}, Y=T 
quel que soit zn > 0. 

2) Journal fir Mathem., t. 165 (1931), p. 180— 183. 
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Demonstration. Soit f(x,y) une fonction analytique, 
développable en une série double 


(2) f(x,y) wa 2 ant" y” 

absolument convergente dans un domaine 

(3) |z|-+ ly] < ð, ou 8>0, 
et remplissant la condition f(«,,yn)=0, pour n>N. La série 
simple 


2 (ano e+ ay-1,0" 'y+... ton y")=2 Vale, y) 


converge uniformément dans le domaine (3) et l’on a dans ce 
domaine 


(4) fia, = S'onla,9). 


Puisque f(£ny Yn) tend vers f(0,0)=aw on doit avoir aw=0. 
Supposons que tous les coefficients a,» pour u-+»<k soient 
nula et que le polynöme 


v2, y)= 2": Vall, Yi) 


ne soit pas nul identiquement. Comme le polynôme w;(1,2) 
de la variable z n’a que k zéros au plus il existe parmi les 
points d’accumulation a,f,... de la suite (1) un point fini a 
tel qu'on a 

(5) Pa(1, a) + 0. 


Soit {£a Yn} une suite partielle de {z,,y,) pour laquelle 
Yn|Ch =an >a et soit r>0 un nombre tel qu’on ait |a|<r. Il est 
clair que si n>N, où N est un nombre suffisamment grand, 
on a |a|<r et les points (£a, Ya) appartiennent au domaine (3), 
donc la sćrie 


f(x, Ya =r "Tv, (1, a,) aa ©, i Und (1, a) a GZ i 0,91, a) Ste ej 


converge pour n>N, et comme fz, y¥,)=0 et c, + 0, car a est 
fini, on a pour n>N 


(6) v,(1,a,) + ©, -0,,4(1, a.) 070, „(1,a,) +...= 
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Mais toutes ces égalités ne peuvent pas se produire dans 
Vhypothese (5). En effet, on a lim v,(1,a,)=0;,(1,a)+0 et 
nous allons voir que la somme  ”** 


Pat) = Th Vp, 4 (1, ap +x V9 (1, a,)+ di 
tend vers zéro avec 1/n. Posons dans ce but 
F,(cy)=|anov"|+|an_ 11 2771y|+...+ |aony"| 


et observons que la série 2, V„(wy) converge dans le domaine 
(3), done la série entière simple en x 


LEV, r) +2 Va (1, r) +22 Vare(l,r)+...] 
converge dans le cercle 
e|+rlx|<ó, ou  la|<ójl-r. 
Par suite la somme 
P(x) =|x| -Viangi(1, r) + Ir: Vaz2(1, r) +... 


tend vers zéro avec x et comme |a,|<r pour n>N on a pour 
n>N et m>k Wm(l, a„)|LVm(l,r) et par conséquent 


Pnlan)|< Plan) 
ce qui prouve que lim p, (x, )=0. 
n>9 


L'hypothese que les polynömes v,(x,y) ne sont pas tous 
nuls identiquement conduit done 4 une contradiction, et par 
suite notre proposition est démontrée. 

Observons que, si la suite (1) n’a qu’un nombre fini des 
points d’accumulation, la suite correspondante {@,,y,} ne jouit 
pas nécessairement de la propriété C. Par exemple, la fonction 


f(x,y)=(y—a,T)(y—a17)...(y—ap_ 12) 


sannule aux points de la suite {£ Y,» Si y,=ax, pour 
n=pv+j, 0<j<p, v=0,1,...; la suite correspondante +y,/2,) 
n’a ici que p points d'accumulation. 

La proposition précédente peut étre étendue aux suites {P,} 
de l’espace R, à un nombre quelconque de dimensions. Nous 
désignerons par (2,%,2,...,u) les coordonnées d'un point va- 
riable dans R, et par (z ,y,,z,...u,) celles du point P,. 

16% 
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Je dirai qu’un ensemble # de points de R, jouit de la 
proprieté P si chaque polynóme de k variables complexes (non 
identiquement nul) est différent de zéro en un point au moins 
de E. Ceci pose, on peut démontrer la proposition suivante 
que j’énoncerai pour le cas k=3: 

Chaque suite de points 4z,,y,,2,), dont une des coordonnées 
au plus est egale a zero, tendant vers l’origine des coordonnées 
est une suite de Carathéodory si l’ensemble des points d'accumu- 
lation de la suite 

WIG» %,/Lqt 


jouit dans l’espace R, de la propriete P. 
La dómonstration est analogue a la prócódente. 


SUR LA NOTION DE COLLECTIF 


Par JAN HERZRERG, Lwów 


Introduction 


M. A. WALD?) a précisé la notion de collectif a l’aide de 
la notion généralisée du procédé de choix, ce qui lui a permis 
de donner la démonstration effective de l’existence des col- 
lectifs, sans recourir à des axiomes spéciaux quelconques ”). 
Ce résultat a frayé la voie a la résolution complete du 
probleme des fondements de la theorie des collectifs, amorcée 
par M. R. v. MISES 3). La méthode de M. WALD a cependant 
ce point faible qu’elle relativise la notion de collectif. Un 
ensemble dćnombrable S de procédés de choix ćtant donne, 
il existe alors des collectifs relativement a S. De cette maniere 
la théorie perd le contact avec la réalité, puisqu’elle ne donne 
aucune indication si un procédé de choix pratiquement donné 
appartient ou non a SV. 

Une résolution complete de cette difficulté estdonnée par la 
théorie des types logiques dans sa façon pure (c.-a-d. sans Paxiome 
de réductibilité). Dans chaque systeme logique basć sur la pure 
théorie des types on peut concrétiser l’idée de M. WALD. 
Il suffit de poser pour l’ensemble indćterminć S l’ensemble 
de tous les procédés de choix d’un certain type logique, c’est 
a dire un ensemble denombrable assez large pour contenir tout 
procéde de choix qui pourrait apparaitre en pratique. Alors la 


1) A. Wald, Sur la notion de collertif dans le calcul des probabilites, 
Comptes rendus, 202 (1936). 

2) A. Wald, Die Widerspruchefretheit des Kollektivbegriffes der Wahr- 
scheinlichkeitarechnung, Ergebnisse eines math. Kolloquiums, Heft 8, 
Wien 1937. 

3) R. v. Mises, Grundlagen der W ahrschetnlichkeiterechnung, Math. 
Zeitschr. 5 (1919). 
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notion generale de collectif peut être définie sur l’etage typical 
suivant. Cette methode de construction reproduit parfaitement 
le caractere ,,irrégulier“, et pourtant déterminé, du collectif. 

En particulier un systeme de la semantique theorie des types 
qui realise de la plus simple maniere les principes de la pure 
théorie des types, est convenable pour servir de base au calcul 
des collectifs. Un nouveau modele du systeme de la séman- 
tique théorie des types a été donne récemment par MM. L. 
CHWISTEK et W. HETPER t). En m’appuyant sur ce dernier 
travail je reconstruis la notion de collectif selon la méthode 
esquissée plus haut. 


I. Construction des notions auxiliaires 


1. Classes et relations. Nous introduisons une petite mo- 
dification dans la théorie des classes et des relations, développée 
par MM. CHWISTEK et HETPER*), pour simplifier la notation. 
Au lieu des abréviations données a la page 31 de New Foundation, 
nous admettons les suivantes: 


CIN ML]XEHA| * e | \ = E*anyH[-0(L)} 
| NHannyl: OL) (Hann XA)[-0(L)] 


CIs[NML]EH > [IN Dies: AL ML Jour CLN ML ey, EHayı 
Class[ N ML]E „ | (ML hy, Cls[N ML]Ehy, 
e[NML]XE » 10 [ML]huramı N Cl [IN ML]X Bho, AUL AMI. 
|[NML]EFG „ | A Class[ W ML]EA Class[N ML]F 


A Class[N ML]G | [[ ND) aw; 
=€[NML]ay,E|e[NML]cy,Fe[N ML]cy,G 


Les operations de negation, d’addition, de multiplication, 
ainsi que les notions d'inclusion et d’égalité des classes peuvent 
être obtenues sans difficulté à l’aide de la notion précédente 
|[WML]EFG. 

Nous introduisons encore: 


comnie abre- 


= 0 l 2 
ide x ANM ANMANMl (M)] (la classe pleine) 


V NM 


A NM $ % xanm ~ =Anmanm|:0(M)] (la classe vide). 


4) L. Chwistek et W. Hetper, New foundation of formal meta- 
mathematics, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 3, Numb. 1. 
8) |. c. chapitre VI, paragraphe 2. 
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On voit que nos classes ne sont plus, comme elles l’etaient 
chez MM. CHWISTEK et HETPER, des propositions obtenues 
du schéma [/[/[NM]avuH, mais seulement des expressions obte- 
nues du schema +*@y,,H, H contenant la variable apparente ayy. 
Grace a cette modification il a été possible de réduire les 
exigences typicales dans les abréviations ClsfiNML]EH et 
e[NML)XE. 

Nous introduisons maintenant une modification analogue 
dans la theorie élémentaire des relations. Nous admettons les 
abréviations suivantes: 


RI[ PQ M L]X YEGHA | estune A=Ex Aigu*apyG[- O(L) ]A{Gapnil- 0(L)] 


ahrev.de 


NAGO aari[-0(L)] A(Garom Y E)E OL) 


Rel[ PQ ML]EG » | PP LPL) xe. [] (QL) yo:a [ML]ax hu 
Rl [PQ ML] ACPI YQL EG huramı 
Relat[PQML]E » |H[ML]gu. Rel[ PQ ML] Egy, 
re POML]XE Y » |A ML]gur hui ar 
A^ RI[PQ ML] X Y Eguıhuranıauı 
(D>)[ PQML]XE » |H[QLlyq. rel[PQML]XEyqi 
(qQ?)[PQMLJEY » |H[PL]ep.rel|[PQML]ap,EY 
(Cls —1)[PQML]E » A Relat[PQML]E[|[PL]ep,|| [YL]yorzoıD/ 
re] [PQ ML) TPI Eyoı rel [PQ ML] CPL Ezoı 
= Yyon2arl-OL) 
(1—>CIs)[PQ ML]JE A Relat[PQ ML]E |] [PL]zpr zp || (QL) yard 
rel[PQML]zrı Eyorrel[ PQ ML]zp, Eygi 
= PLPL [- O(L) 
(1>1)[PQML]E » |A(Cls—1)[PQML]|E(1€Cls)[PQML]E 
t[(PQR)ML]JEFG » ‚ARelat[PQML]JE/\\Relat[QRML])F\ 


Relat[PRML]G[][PL]ap.|[[RL]zp, = 
rel[(PRML) xp, G2rı A [QL]yo: 
Arel[ PQ ML]erı Eyqirel[QRMLlyq, Fzai 


2. Arithmétique Ges nombres naturels et rationnels. Notre 


construction sera faite dans le système élémentaire |=[60]c. 
Nous commencons par l’arithmetique des nombres naturels et 
rationnels et nous la construisons sur l’etage typical supreme 
suivant la methode de M. HETPER®), appliquée aussi par 


s) W. Hetper, Arytmetyka semantyczna, Comptes rendus des seances 
de la Sociéte des Sciences et des Lettres de Varsovie, Classe ITT, vol. 27 (1934). 
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MM. CHWISTEK et HETPER dans leur New foundation’). Nous 
admettons notamment: 


Nat[NM]E est une abrev. de (*KE.1(N)-0(N)E)[-0(M)] 


Nat E 39 2» 39 39 Nat [65]E 
—EF AKA. p » ANatEANatF= EF[6] 
<EF et . „ ANatFnNatFiE*FF[6]. 


La notion Nat E correspond a celle de integE de New foun- 
dation. Nous introduisons encore des nombres naturels constants: 


0’ est une abrev. de -0(6), 1° est une abrév. de -1(6), etc... 


Nous acceptons maintenant les définitions des opérations 
arithmétiques d’addition, de multiplication, d’exponentiation des 
nombres naturels, telles qu’elles sont données dans New foun- 
dation £), en y faisant seulement des modifications typicales 
nécessaires. Pour obtenir ces opérations arithmétiques, on 
pourrait se servir aussi de la méthode plus générale des fonctions 
ancestrales, donnée par M. W. HETPER dans un récent travail ®). 

Nous passons 4 l’arithmetique des nombres rationnels non- 
négatifs. Ces derniers seront des paires de nombres naturels, 
appartenants au schéma */(#)0(f), où +0’. Nous admettons 
en général: 


E | est une 1 
F abrév. de E 
Rat[NM]E » » | ALN MP ml /Nat( NM ]p,,ANat[ NM gun 
p 
| À = = y VN) OM) J= E-O) 
INM 
Rat E Powy Rat[65]E. 


Les relations entre les nombres rationnels non-négatifs telles 
que =EF (égalité), <EF, <EF, >EF, SEF (inégalités), 


+EFG (addition), x EFG (multiplication) peuvent être définies 


de la maniere bien connue. 


7) chapitre VI, paragraphe 1. 

*) page 30. 

°) W. Hepter, Relacje uncestralne w systemie semantyki, Archiwum 
Tow. Nauk. we Lwowie, Classe III, vol. IX, pp. 265-280. 
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3. Arithmétique des nombres rćels. I] nous suffira pour 
nos buts d’introduire des nombres reels non-negatifs d'un seul 
type logique. Nous admettons comme nombres rćels des clas- 
ses du type 5, non vides et bornées, de nombres rationnels 
non-négatifs: 


Real[NML]E est une | AQlass[N MLJE q[ NL], yy, 
“ei Pl Ne[NMLie,,ENRat[N M ly, 
[I[NL]z,, De[NMLiz,, P<ży, Y Ni 
Real E » » | Real[654]£. 


A titre d’exemple nous introduisons de nouveaux nombres 


rationnels: 
(H) est une abréviation de xass, Ags. 


Quant aux nombres irrationnels, nous en aurons sans dif- 


3 
ficulté, tels que V2, V5, e, x, et autres, nécessaires en pratique. 
Les notions arithmetiques d’égalité (=EF) et d'inćgalite 
q 


(< EF, <EF etc.) ne suscitent aucune difficulte et sont a de- 
q q 


finir de la maniere ordinaire. Remarquons cependant que l’ad- 
dition et la multiplication des nombres réels ne peuvent étre 
définies directement sans baisser le type logique. Nous évitons 
cette difficultć en employant la meme méthode de description 
qui a été appliquée déja pour définir les notions analogues 
dans l’arithmetique des nombres naturels et rationnels. C'est 


à dire que nous introduisons les notions +EFG, x EFG, qui 
4 4 

précisent les conditions dans lesquelles le nombre G peut être 

considéré comme somme ou produit des nombres £, F. 


4. Théorie de la mesure. M. WALD a montré !) que dans 
le probleme des probabilitćs continues de la théorie des col- 
lectifs on peut attribuer a tout ensemble mesurable au sens 
PEANO-JORDAN une probabilite déterminée. Il est cependant 
impossible d’attribuer la probabilité (c.-a-d. la limite de fre- 
quence) a tous les ensembles mesurables au sens de M. LE- 
BESGUE. C'est pourquoi nous pouvons nous borner ici, sans 


10) 1. c., théorèmes II, III, et IV. 
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perte de generalitć, a la theorie de la mesure PEANO-JORDAN 
qui est tout a fait élémentaire. Nous pouvons introduire d’abord 
par la methode des fonctions ancestrales de M. HETPER !), 
la notion de la somme finie des segments aux extrémités ra- 
tionnelles et de la longueur des ensembles, égaux a de telles 
sommes. Ensuite nous introduisons par la méthode ordinaire 
la notion de la mesure interieure (P-J) et de la mesure exté- 
rieure (P-J) d'un ensemble quelconque F de nombres réels, 
et enfin la notion de mesurabilité (au sens P-J) de l’ensemble F, 
qui sera abrégée mens F, ainsi que la notion de la mesure (P-J). 


5. Relations a plusieurs membres. MM. BIRNBAUM et 
SCHREIER 1?) et indépendamment aussi M. WALD”) ont in- 
troduit la notion généralisée du procéde de choix. Ces auteurs 
appellent procede de choix une suite quelconque de fonctions 
(dites de choix): 


fos (1) fol €1 ea), vols Tele} €ą...€,),... ad inf, 


où la k-ieme fonction de choix /,(e,€,...e,) est une fonction 
a k arguments qui fait correspondre a tout groupe ordonné 
de k événements (chez nous les événements s’exprimeront 
toujours par des nombres rćels) le nombre 0 ou le nombre 1. 
Il est clair qu’on peut remplacer ici des fonctions de choix 
a k arguments par des relations k-tuples, ce qui simplifie la 
definition. Nous voyons maintenant la nócessite de construire 
une théorie des relations a plusieurs membres. Pour executer 
cette tache nous nous servirons de la méthode des fonctions 
ancestrales de M. HETPER ). Cette méthode permet de con- 
struire une certaine proposition nouvelle ®(Y,Y,...Ym), en 
partant de deux propositions données: A(Y,Y,...Y„) (que 
nous appellerons fonction initiale) et 


BUX | Xo ce Mi RE PRETEC MC 6) 


a is Ci 

13) Z. W. Birnbaum et J. Schreier, Eine Bemerkung zum starken 
Gesetz der grossen Zahlen, Studia Mathematica, IV (1933). 

18) |, c. 1). 

Te] pt). 
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(qui sera appelée fonction transitive). Cette proposition ©( Y1... Y m), 
comme l’a montré M. HETPER, satisfait aux conditions sui- 
vantes 15): 

1°) = DAY, Y n) P(Y,---V,) 

29) =DAQGfz!...r! )A... 


NER... ar) B(wy...0,,...,07...07; Yee) PLY, Yon) 
3°) | = =D Ply, -- Yn) v A (Y, Yn) € A Z. Te „By +» dh, 
AG(ZE)... Ti )/\.../ D(z". BE. „BL, seep Ep Zn Ye dm). 


4°) Si Pon suppose pour une certaine proposition Y(Yı... Y m) 
avoir lieu: 


=JA(Y; Ym) P (YY m) 
SDA ra eu) 7 
AP (ar... c) B(2; e Dn eeg CT ee 0 SY, ---Y) P(Y, oe Wn) 
on aura en ce cas aussi: 
=DP (Y-Y m) P(Y, Yn) 

La proposition © s’appelle alors une fonction ancestrale re- 
lativement a A et B. 

Nous allons appliquer maintenant la methode-de fonctions 
ancestrales a la construction de la théorie des relations K-tuples 
entre nombres réels. Mais d’abord la même methode nous 
servira pour définir quelques notions auxiliaires. Premièrement 
nous allons préciser la notion: F est le K-ieme terme de la suite 
5492154) Ags ee Ad inf. (en symboles Var KF). 

Posons: 2 pour m, 1 pourn, ^= Y,0'[4]= Y,a,,{4] pour A(Y,Y,), 
N=V,*A, X,[4]A [53 Jes; \=X,265,54[4] = Y,9-99(e;:)54[4] pour 
B(X,X,; YıY,). La fonction ancestrale correspondante étant 
W(Y,Y,), nous admettons: 

Var KF est une abréviation de O( KF). 

De maniere tout a fait analogue nous pouvons introduire 
la notion Syst A (real) X, ce qu’on lit: X est un groupe ordonné 
de K nombres reels. Il faut prendre dans ce cas: 


16) La théorie de M. Hetper est tout a fait indépendante de la 
theorie des types logiques. C'est pourquoi nous pouvons omettre les signes 


typicaux en l’exposant. Les grandes lettres X; LT ; représentent ici des 


expressions arbitraires, les petites lettres ©, » Yj (Zi, y) figurent pour des 
variables sémantiques réelles (apparentes) de rae convenable; m, n sont 
des nombres naturels constants. 
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A= Y,0'[4]= Y,-0(5)[4] pour A(YıY,), 
A=Y,*X, X,[4] [53 ]ugg/\ Real uzg = Yy*us X£[ 4] 
pour B(X,X,;Y,Y,). 
Nous posons maintenant: 4 pour m, 1 pour n, 
A=YV,0'[4]A=Y,-0(5)[4]A=Y,H[4]=V,4[4] 
pour A(Y,Y,Y;Y,) 
N= Y,*X, A,[4]A[53]uyss [43] hyga Sigg À Real viss 
À = Yotüiss X,[4] A Var X, 8,45 
N=VY3* 814 Kz[4] ^ = Ya * Siaa hraa [4] A ihiga Sza [4] (higa $149 Uisa Xa) [4] 
pour B(X,X,X,X,;Y,Y,Y;Y,). 
Soit ®(Y,Y,Y,Y,) la fonction ancestrale relativement 
a A(Y,Y,Y,Y,) et B(X,X,X,X,;Y,Y,Y;Y,). Nous admettons 
alors: 


est une 


RIK (real) XEHA | apréy. de | ®(KXEE) 

Rel X (real)EH loa | [ [53] x55 Syst K (real)£as3 [43] 145 
| RIA (real) 14, E Hays 

Relat K (real) £ | 4 H [43] ho, Rel A (real) Ehzs 

rel X (real) X E r W143 Ahata ^ RIK (real) X Ehosa43043. 


Ces définitions, formellement analogues aux définitions fon- 
damentales de la théorie des classes et des relations ordinaires, 
constituent la base de la théorie des relations à plusieurs mem- 
bres. Les quatre théoremes de M. HETPER, et surtout le der- 
nier, y trouvent leur application plusieurs fois. 


6. Suites infinies. La notion de suite infinie peut être dé- 
finie immédiatement a l’aide de la notion de relation. Les 
suites infinies des types suivants nous seront nécessaires: 

1°) Des suites du type 2 d’éléments du type 6, et parti- 
culierement des suites de nombres naturels (Progr(nat)F) et 
de nombres rationnels (Progr(rat)F'). 

20) Des suites du type 2 d’elements du type 5, et parti- 
culièrement des suites de nombres réels (Progr(real)F'). Ici se 
trouveront entre autres des collectifs. 
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3°) Des suites du type 3 d’éléments du type 4 (Progr[4]F). 
Ici prendront place entre autres des procédés de choix. 

40) Des suites du type 1 d’éléments du type 2 (Progr[2]F), 
qui serviront a définir des suites fondamentales de collec- 
tifs independants. 

Les termes des suites 3°) auront par définition les nombres 
0',1',2',... ad infinitum, comme indexes, tandis que ceux de 
toutes les autres suites considérées n’auront que les indexes 
1',2’,... ad infinitum. 

Nous appellerons suite de choix (ExtrF) une suite infinie 
croissante quelconque F de nombres naturels. Soit donnée 
maintenant une classe E du type 2 de nombres naturels (Class 
(nat)E). Nous aurons besoin ensuite d’une méthode qui per- 
mette d’ordonner cet ensemble en suite croissante (infinie 
si lensemble est infini). Cette méthode sera donnée par les 
abréviations suivantes: 


est une | /\ Class(nat)E/\ Relat [6621] F |][61]zgya 
Ord EF abrév.de 
= rel [6621 ] zg, Fyg,/\ >2,4,0' N [621] y,, E 
A [21 ]f.,/*(1->1)[6621]fą, ALI [61]zg, 
= (D3)[6621 ] zg,fą, A>2g,0 Sg Kg | [61 lee: 
= (q?) [6621] fa, zę, A e[621]21 E < 261 Ya 
Ordin EF | dé A ExtrF Ord EF. 


Il nous faudra les notions de convergence et de limite, 
mais seulement pour des suites de fréquence, c.-a-d. pour des 
suites infinies a termes rationnels. Nous pouvons introduire 
de la maniere ordinaire les notions de limite inférieure et de 
limite supérieure d’une suite quelconque F de nombres ration- 
nels, ce qui nous permettra d’introduire ensuite la notion de 
convergence de F, ainsi que la notion limFE (le nombre réel E 
est la limite de la suite F). 

Nous introduisons enfin la notion du segment fini X a lon- 
gueur K d'une suite quelconque F à termes réels (Segm KFX). 
Nous nous servirons encore une fois de la méthode des fonctions 
ancestrales. Prenons: 


A=Y,0[2]—7Y,-0(5)[2] comme fonction initiale A(Y,Y,), 
=Y,* X,X,[2] q [51] u,,; A= You X_(2] rel [6521] Y, Fu, 
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comme fonction transitive B(X,X,;Y,Y,)- ?(Y,Y,) étant la 
fonction ancestrale relativement a A et B, nous admettons: 


Seem KFX est une abréviation de ^ Progr(real)F®( KX). 


On voit que nos segments de suites sont construits de la 
meme maniere que nos groupes ordonnés de nombres réels, 
et Pon pourrait démontrer qu’ils constituent de tels groupes. 

Nous pouvons passer maintenant a la construction des 
notions fondamentales du calcul des probabilites. 


II. Construction des notions fondamentales du calcul 
des probabilités 


4. Procédés de choix et opérations de choix. La notion de 
procédé de choix est introduite par l’abréviation suivante: 


Elect F | est une | /\Progr[4]F[][62]Pe.I Nat peo H [42] eae 
| abrev.de Arel[6432] pg, Fe, Relat peo(real)e,o. 


Nous allons definir maintenant deux operations de choix 
agissant sur des suites quelconques de nombres réels. La 
premiere operation de choix, introduite par M. WALD!®), que 
nous appellerons ExtractC(F)K, associe à toute suite C de 
nombres reels une de ses suites partielles X a l’aide d'un pro- 
cédé de choix donnć F. Nous la reconstruisons en admettant: 


o(FC)G estune | ^ Elect F ^ Progr(real) C^ Class (nat) G 
poe [] 161190 = e[621]q,G 
W(61)pe A(01 Co A[41]ea 
N = gg * PaPol2)/rel[6432] PeF Ez 
/\Segm pg, CLs rel pg, (real) 5) eg 
S(FC)H 3 (21) go (FC) go, Ordin gą, H 
Extract C(F)K | ü A [21]kha ^ S(FC)ha | [(665)21]h,,CK. 


La seconde opération de choix, précisée par M. DÓRGE?), 
chez nous ExcubC(DL)K, fait correspondre à toute suite C 


eet nl zzz = - ~ A o = z 


lie, 
17) K. Dörge, Zu der von R. v. Mises gegebenen Begründung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung I, Math. Zeitschr., 32 (1930). 


SUR LA NOTION DE COLLECTIF 241 


de nombres reels une de ses suites partielles K a l’aide d'une 
autre suite de nombres reels D et d’un ensemble mesurable 
donnć L. Nous definissons cette operation par les abréviations 
suivantes: 


z(ECKL)G | ae /\ Extr E^ Progr(real)O/\ 4 [(665)21]ECK — 

| ^ mens LA Class (nat) G 

- [H61] pa = € [621] Pa G [51] ge 
A rel [6521] Pe Kqg, € [543] 511 

T(ECL)H | | A [21] gąg kia t( LOL) Gin Ordin gın 
idem |» | + Me Ago Ar Veal 6] 
T(DL)H © „» | T(idemDL)H 
Excub C(DL)K » | AProgr(real)C q[21]h,, AT(DL)łyg 


| 1 [(665) 21] ya CK 


8. Un exemple. Nous allons construire le procede de choix 
identique. Nous appliquerons deux fois la methode des fone- 
tions ancestrales en nous basant sur la notion VarKF, deja 
obtenue par la meme methode. 

Prenons: /\=Y,0'[4]= Y,-0(5)[4] comme fonction initiale, 
A= Y,* Ay A,[4] 4 [43]%s A Var X, Uy y= Yo * w; £.[4] comme 
fonction transitive. ©(Y,Y,) étant la fonction ancestrale cor- 
respondante, nous admettons: 


Comb KF est une abréviation de ©( KF). 

Prenons ensuite: A= Y,0'[4]= Y,Expr[5]-0(5)[4] pour fonc- 
tion initiale A(Y,Y,), 

A\=JY,* X, X,[4] A [43 hogs S049 Dogs Vous = Ya Shoal] 

A Var X Sa A Comb X, Tasg 

A Comb Y: Yas A ihostasi [4] (boss Yoga dogs Xa) [4] pour fonction 
transitive B(X,X,;Y,Y,). 

Soit maintenant ®(Y,Y,) la fonction ancestrale relativement 
a À et B. Nous admettons alors: 

Id KF est une abreviation de O(KF), 


Idem 33 3 99 33 *Q143 * Az Id dg3 Aa. 


Cette derniere abréviation nous donne le procédé de choix 
identique. 
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9. La notion de collectif. Nous définissons successivement 
la notion de fréquence finie (Fr), de frequence-limite (Pr), de 
frequence-limite independante des procedes de choix (Prob), et 
enfin la notion de collectif. Nous admettons notamment: 


Fr(FCL)H | est une | A Elect F A^ Relat[6621]H |] [61] pie Vie 


aby — rel[6621) Pie, Hyier 
A [61]4ye, A [21] ho hin A S (FC) ha 
NI (hy CL) ha 
A rel [6621 ] pra Rızı 4161 = Yısı = [2] 
Pr(FCL)X A q [21]r A Fr(FCL)rą V limra XA 
X(0'/1')~ Progr(rat)r,, 
Prob(CL)X ” [131] fa D^ Elect fa, 4 (21 /Jho1 S (fz10) hg 
Pr(/„CL)X 
Collect C 2 A Progr(real) C [[[41]!,, >Dmensl,,Ef[51]t 
Prob (Cla) 251 


Nous introduisons encore la notion d’équivalence des col- 
lectifs : 


&(coll)CD| est une | A Progr(real)C A Progr (real) D]] [41]4y, 
abrév. da >mensl,, q [51]|cg, 
| A Prob ( Ch,) Vs) Prob (Dl,;) X51. 


Et si l’on veut: Probab(CL)X est une abreviation de 
A Collect CProb(CL)X. Ce qu’on lit: X est la probabilité de 
l’ensemble L dans le collectif C. 


10. Suites fondamentales. C'est M. DÔRGE *) qui a con- 
sidéré le premier une suite fondamentale de collectifs indepen- 
dants introduite par une voie axiomatique. M. WALD”) a dé- 
fini directement la notion de suite fondamentale et formule 
un thóoreme concernant l’existence de telles suites. Nous pou- 
vons reconstruire la définition de M. WALD en employant 
la méthode des fonctions ancestrales dans le cas m=2, n=2. 
Il faut prendre cette fois: 


rel[6210]Y,@Y, comme fonction initiale A(Y, Y,), 


18% 1. Ge: 
19) 1. e. 2), pp. 53 et 54, theorome VII. 
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A = ZXiY,[1] V q [30] fs, Extract X(f.) Y, ^A ~ = Xi Xi] 
A [40]450 Excub ARGY comme fonction transitive 
B(X; X, Xi Xs;Y, Ya). 
Soit ©(Y,Y,) la fonction ancestrale relativement a A et B. 
Nous admettons alors: 


Collex P(G)K| * We | G(PK) 


abrev.de 
Fund G . A Progr[2]@]] [60]P160 | | [20] C120 129 D A 
| rel [6210] Piso Fej29 
| Collex pygo (EF) kizo © (COLL) Cy99 K120- 


Cette derniere abreviation nous donne justement la notion 
de suite fondamentale. Nous admettons enfin: 


Collfund P(G)K | © "| A FundGrel[6210]PGK 
Collect P(G)A ý A Fund G Collex P(G)K 
Indep (G)HA | 5 A Fund G A [60] Piso Qıeo 
À ~ = Piso eol 1] A Collex p, (G)H 
Collex q;5,(G)K. 


Il. Remarques finales. Nous avons reconstruit les notions 
fondamentales de la theorie des collectifs dans le système 
élémentaire |=[60]c de New foundation. Dans ce systeme on 
peut démontrer d’une maniere intuitive les théoremes de 
M. WALD. Si l’on voulait donner des démonstrations rigoureuses, 
il faudrait alors effectuer une construction tout à fait analogue 
dans le systeme metamathematique |-,(82)0 °). Il est inté- 
ressant de remarquer que dans notre interprétation les théo- 
remes V et VI de M. WALD seront vrais évidemment à cause 
de la fausseté de leurs prémisses. En effet, tous les procédés 
de choix ne peuvent être à la fois constructivement definis (cela 
veut dire decidables), en vue des résultats fameux de M. GóDEL?!). 

2) cf. New foundation, chapitre VI, paragraphe 3, p. 36. Il serait 
aussi nécessaire d'introduire une règle supplémentaire de démonstration, 
dite de l’induction transfinie, précisée par M. Hetper dans un travail, 
qui va paraitre bientôt. 

21) K. Godel, Uber formal unentscheibare Sdtze der Principia Mathe- 
matica und verwandter Systeme I, Monatshefte für Mathematik und Physik, 
XXXVIII (1931), Heft 1. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 17 


244 J. HERZBERG 


Plus généralement encore, comme M. CHWISTEK Pla remarqué, 
sous l hypothese unique que notre système |-,(82)0 soit libre 
de contradiction, on peut démontrer que nos collectifs con- 
stituent des suites au moins partiellement indecidables **). 

Les collectifs du monde réel devraient être, selon notre 
conception, des suites complétement indécidables. De telle 
manière on pourrait comprendre l'impossibilité de prévoir le 
resultat d'un événement individuel, quoiqu'il soit objective- 
ment determine. Il semble que la meme conception puisse 
jeter une certaine lumiere sur les difficultés surgies dans les 
fondements de la mécanique nouvelle de quanta en connexion 
avec le probleme du déterminisme. L’indeterminisme apparent 
des événements atomiques s’expliquerait notamment par l’acti- 
vité des lois indecidables. 


22) Exactement: la proposition rel[8743]n,, 0X (O étant un collectif, 
X un nombre réel quelconque) est indécidable dans notre système |—, (82)0, 
pour une infinité de substitutions possibles des nombres naturels pour ns. 


COMPTES-RENDUS 
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE 
1938 
JUILLET — DECEMBRE 


ETAT DE LA SOCIETE *) 


La Société deplore la mort de son éminent Membre depuis 
le 10.III. 1926, le Prof. Dr Wacław Dziewulski de PUni- 
versité de Wilno, décédé le 10.VIII.1938 a l’âge de 55 ans. 

Prof. Dr Zdzisław Krygowski de l’Universite de Poznań 
a passé en retraite depuis le 1. IX.1938. 

Doc. Dr Karol Borsuk a été nomme Professeur extra- 
ordinaire de mathématique a l’Université de Varsovie depuis 
le 1.IX.1938. 

Dr Władysław Hetper s’est retirć comme Sécrétaire de 
la Section de Lwów. 

Mgr Andrzej Turowicz est devenu Sécrétaire de la Section 
de Lwów. 

Dr Ada Halpern, Zwów, ul. Kościuszki 7, est depuis 
le 18.VI.1938 Membre de la Section de Lwów. 

Mgr iLeon Jeśmanowicz, Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi- 
narium Matematyczne, est depuis le 28.XI.1938 Membre de 
la Section de Wilno. 

Mgr Mikołaj Taranowski, Wilno, ul. Zakretowa 23A, 
est depuis le 1.VII.1938 Membre de la Section de Wilno. 


SEANCES DES SECTIONS 
SECTION DE CRACOVIE 
26.X.1938. Leja F. Remarques sur la derivee dans le do- 
maine complexe. 


On sait que, si f(z) est une fonction holomorphe non constante dans 
le voisinage d'un point 2= 2, alors: 


17* 
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10 dans chaque voisinage de 2, il existe un point 2, tel que 
f(z)! > |flz0)| (principe de maximum), 

2° equation w= f(z) fait correspondre au voisinage de żę un voisinage 
du point w= f(z) (principe de voisinage). 

Admettons que la fonction f(z) est définie dans le voisinage de 2, et 
qu'elle possède la dérivée au point 29, sans en posséder nécessairement 
ailleurs. L’auteur montre que le principe de maximum est une consequence 
immédiate de existence de la seule dérivée f’(2,)4+0. D’autre part, le prin- 
cipe de voisinage résulte immédiatement de I'hypothese f’(2,)+0 et de lu 
continuité de f(z) dans le voisinage de 2p. 

L'existence de la seule dérivée f'(2,)=0 n’entraine ni le principe de 
voisinage ni móme le principe de maximum. D'autre part, l’existence de 
la seule dérivée f’(z)) + 0 n'entraine non plus le principe de voisinage comme 
le prouve l’exemple suivant: 


olo! a 


ze pour 2+0, 
où ©=(l—g/z)a, p étant argument de z assujetti à la condition U<p<2n 
et a étant le nombre defini par les conditions: 


0<a<n/2, sina=|z{—'(—3+ P44 ]2)). 
26.X.1938. Leja F. Un probleme concernant la generali- 
sation des polynómes de Tchebycheff. 


Soit R un espace cartesien a un nombre quelconque de dimensions, 
E un ensemble fermé et borné de points de À, p un point variable dans R 
et q,,qy---+4, un systeme de n point fixes. Nous dirons que l'équation 


(1) 1Pq4| * |Pq,| * ---* pa d = r, 


où |pq| designe la distance entre les points p et g, définit dans l’espace R 
une lemniscate d'ordre n, de rayon r et de foyers q,,q,,---,q,; l’ensemble E 
est contenu dans l’intérieur de cette lemniscate si chaque point p de E 
remplit la condition |pq,| « |pqo|* -.. - |pq,|-LT". 

Considérons toutes les lemniscates d’ordre n contenant E et soit ota 
borne inférieure de leurs rayons. Il est facile de prouver qu'il existe au 
moins une lemniscate d'ordre n et de rayon o contenant E; l'auteur pose la 
question: Existe-t-il une seule lemniscate d'ordre n jouissant de cette pro- 
priete extrémale? 

Dans le cas du plan la réponse est affirmative, comme le prouve la 
théorie des polynômes de Tchebycheff. 


9.XI.1938. Gołąb S. Sur la notion de pseudogroupe des 
transformations. 

L’auteur soumet a une critique la notion de pseudogroupe des trans- 
formations et en donne de sa part une dófinition rigoureuse qui, en outre, 


permet de passer par un procéde d’abstraction A la notion de groupe abstrait 
au sens classique. 
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19. X1.1938. Gołąb S. Sur la notion de comitant [ces An- 
nales 1% (1938), p. 177]. 

30.XI.1938. Wileński H. Sur Vapproximation de la lot 
de probabilite dont tous les moments sont connus. 


n 


Envisageons le type de convergence de la serie wlz) > AP (x) vers une 
0 
fonction p(x) qui est de la forme 


a [p(x)—" (a) 2 > ‚Ar P(x)!" 


lim eee 
n=>oo « ar 
a 


— — dx=0, 


où w(x) est une fonction positive définie dans l'intervalle <a,f> et {Pi(z)} 
est le systeme donnć de polynómes orthogonaux relativement a ARE Un 


p(w)|? 


tel systeme de polynômes existe toujours loraque l'intégrale J = Fer i MEJ 


existe. 

Désignons par m, les moments de la fonction p(x), par v, ceux de la 
fonction w(x), par la, |a 1a matrice inverse à la matrice |w; j~ rwla» par À, 
la plus petite valeur propre de cette derniere et par An son detent 
(Gone): 

Théoreme. Pour qu'il existe une fonction p(x) ayant des moments égaux 
à la suite donnée de nombres iu; et admettant l'intégrale I, il faut et il suffit 


n 
que la forme quadratique S„(u)= 2 È a(n; — vu —r;) soit bornée pour 


tout n naturel. 
Corollaire. Pour qu'une telle fonction p(x) existe, il suffit que deux 
n 
conditions suivantes soient remplies à la fois: 1° lim inf 4,>0; 2° BATTA 
i=] 
converge. La condition 1° peut étre remplacée parla condition (plus faible) 
suivante: lim inf A„>0. 


14.XII.1938. Leja F. Sur les points zeros des fonctions 
analytiques de plusieurs variables [ces Annales 17, p. 227]. 


Appelons suite de Caratheodory une suite de points {P,;\ de l'espace Rm 
de m variables complexes tendant vers l’origine des coordonnées, si chaque 
fonction analytique de m variables complexes, régulière dans le voisinage 
de l’origine des coordonnées, s'annule identiquement quand elle s’annule 
en presque tous les points Pn. 

L'auteur démontre que chaque suite de points {z,,y,\ de l’espace Ra» 
où |z + |y„|> 0 et |z,|+ y,| +0, pour laquelle la suite {y,/x,} a une infinité 
de points d’accumulation est une suite de Carathćodory de R,. 
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SECTION DE LWÓW 


2.VII.1938. Leray J. (Nancy). Sur le probleme de Dirichlet. 
7. VIT.1938. Ulam S. Sur les corps d'ensembles. 
29. X.1938. Mazur S. Sur les espaces des fonctions continues. 


Soit X un espace métrique sóparable et © l’ensemble de toutes les 
fonctions réelles, continues dans X. L'auteur démontre qu’il existe dans © 
une mótrique (f,g) telle que 

1° (/,,9)>0 entraine la convergence uniforme de la suite (1,(x)} vers g(x) 
en chaque point; 

2° Ø avec la métrique (f,g) est un espace séparable. 

Il en résulte en particulier que si VCW, W,=V et si WË désigne, 
pour chaque nombre ordinal , soit l’ensemble 2,2, soit l’ensemble de 

n TE 
toutes les fe © pour lesquelles il existe une suite de fonctions de 4", où 7 <$, 
convergente partout vers f(x), suivant que $ est un nombre limite ou non, 
alors il existe un 9<2 tel que #*F1= y. 


29.X.1938. Kac M. Sur l'allure asymptotique de certaines 
fonctions. 


SECTION DE POZNAN 


11.X.1938. Marcinkiewicz J. (Wilno). Sur le developpe- 
ment de la théorie de la probabilité au cours de 20 ans derniers. 


La théorie des probabilités a fait à notre époque des progrès remar- 
quables. Les notions fondamentales de cette théorie ont été axiomatisées 
et liées avec celle de la logique et de la théorie de la mesure. Nouvelles mé- 
thodes ont été créées et appliquées avec succes à la solution des problèmes 
classiques et nouveaux. Toutes les branches des mathématiques sont uti- 
lisées dans la théorie des probabilités. I] suffit d'en indiquer celles dont 
l'importance est la plus grande. 

En appliquant la théorie des fonctions de variables réelles, on a resolu 
d'une manière complete les problèmes de la convergence des séries de varia- 
bles alćatoires indópendantes, des lois des grands nombres et du logarithme 
itóró. 

La theorie des transjormations de Fourier, a apporte la solution complete 
du probléme de la convergence de la loi des sommes de variables aléatoires 
independantes vers la loi de Gauss, permis de pénétrer profondement dans 
la structure des lois de probabilité et donné naissance a la theorie moderne 
des procódćs stochastiques discontinus. 

La méthode de la théorie des équations différentielles aux dérivées partiel- 
les a donné la solution des nombreux problemes de la théorie des procédés 
stochastiques continus. 

C'est grace à la théorie des fonctions analytiques qu’on est parvenu A saisir 
les nuances de divers modes de la convergence stochastique et éclaircir 
les problèmes modernes de la théorie de la composition des lois de pro- 
babilite. 
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La grande importance des méthodes algébriques, surtout celle de la 
theorie des groupes s'accentue surtout dans la théorie de variables alea- 
toires en chainées. 

Sans multiplier les exemples, on peut dire que la theorie des probabilites, 
qui, il y a un quart de siècle, n'a pas été considérée comme une discipline 
mathematique autonome, est devenue aujourd’hui la branche centrale de 
la mathématique contemporaine. 


25.X.1938. Zaremba S. K. (Kraków). Les mathematiquee 


et la façon de concevoir le monde. 

Sans s'attarder sur la phase magique des mathématiques, le confé- 
rencier fait ressortir la liaison intime entre les conceptions philosophiques 
des Eleates et les caractóres dominants de la góomótrie de la Gréce classique 
et discute l'influence néoplatonicienne qui, a peu près vingt siècles plus 
tard, ne fut pas etrangere a l'invention du calcul infinitésimal. Après avoir 
rappele les répercussions philosophiques de la découverte des géométries 
non-euclidiennes, le conférencier insiste en terminant sur la part des mathć- 
matiques dans le processus de la relativisation des notions, qui domine le 
progrés philosophique. 

25.X.1938. ZarembaS. K.(Krakow). Appercu sur les nouvelles 


recherches relatives aux points singuliers des equations differentielles. 

Aprés avoir passé en revue les travaux relatifs aux points singuliers 
de l’equation Y(z,y)dx—X(z,y)dy=0O depuis Briot et Bouquet, et 
rappelé, en particulier, ses propres résultats relatifs A la discrimination des 
points singuliers, l’auteur montre la véritable signification topologique 
des critères basée sur ses recherches précédentes relatives aux réseaux qu’il 
avait appelés réseaux quasi-réguliers [ces Annales 15, 1936, p. 1—73]. 
La nouvelle notion introduite dans la conférence est celle de point de tangence 
de deux familles quasi-régulières de courbes; ce sont les points tels que 
dans aucun de leurs voisinages les deux familles ne sont transversales. 
On trouve facilement les deux propositions suivantes: 

I. Si une famille quasi-reguliere, ayant un point singulier isolé O, admet 
dans un voisinage de celui-ci une famille transversale pour laquelle O est un col 
au sens strict, alors, pour la premiere famille, O est un col, peut-être généralise. 

II. Une famille quasi-requliere (A) admettant un point singulier isolé O 
d'indice —1, s’il existe une autre famille quast-reguliere pour laquelle O est un 
centre et telle que chaque courbe (fermée) de cette seconde famille située dans 
un certain voisinage de O comporte exactement quatre points de tangence des 
deux familles, le point O est pour (A) un col, peut-être généralisé. 

On en déduit les deux critères trouvés par l’auteur pour les cols géné- 
ralisés des équations différentielles 1). 


1) Voir: Sur l'allure des caractéristiques de l'équation différentielle 
Y(x,y)dæ—X(x,y)dy= 0 au voisinage d'un point singulier isolé, Bull. Acad. 
Pol. des Sciences, Série A, 1934, p. 197—207 et Contribution à la discri- 
mination des points singuliers des equations différentielles ordinaires, ibid. 
1936, p. 439— 445. 
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La meme méthode topologique permet de trouver d’autres criteres 
de méme genre. Pour ce qui est des foyers, l’auteur ne sait indiquer qu'un 
critère pratique, mais qui est à peu pres evident: Un point singulier isolé 
d'une famille quasi-réguliére est un foyer ou un noeud (ce qui est indifferent 
au point de vue purement topologique) s’il existe une famille transversale 
pour laquelle le méme point est un centre. 


8.XI.1938. Mazur S. (Lwów). Methodes et problemes de la 
theorie des operations. 
— Nombres a plusieurs unites. 


6. X11.1938. Gołąb S. (Kraków). Ein Satz über Regel- 
flachen und seine Verallgemeinerung auf Riemannsche Raume 
[a paraitre dans les Opuscula Mathematica]. 


Kürzehalber soll der Satz für euklidischen Raum formuliert werden. 
Es sei eine ebene Kurve C gegeben, die als Leitkurve einer Regelfläche S 
angesehen werden soll. 

Mit W,,W,,W, bezeichnen wir die folgenden drei Eigenschaften der 
Fläche S: 1) die Erzeugenden schliessen mit der Ebene der Leitkurve einen 
Konstanten Winkel, 2) die Erzeugenden liegen in den Normalebenen der 
Leitkurve, 3) die Flache S ist abwickelbar. 

Es wird bewiesen, dali jedes Paar von Eigenschaften W, Wa, W, die 
dritte nach sich zieht. 


SECTION DE VARSOVIE 


30.1X.1938. Szpilrajn E. Ensembles indépendants et me- 
sures non separables [Comptes Rendus (Paris) 20% (1938), 
p. 768-770]. 

7.X.1938. Waraszkiewicz Z. La presque-périodicite de 
H. Bohr et la transitivite de @. D. Birkhoff. 


L’auteur etablit une equivalence entre les systemes compacts de tra- 
jectoires presque-periodiques au sens de H. Bohr et ceux de lignes d’un 
mouvement defini dans un espace topologiquement homogene et qui y est 
transitif au sens de G. D. Birkhoff. (Le mouvement defini dans un espace 
où l’on suppose avoir défini une mesure est dit transitif dans cet espace 
lorsqu'il conserve la mesure et que chaque ligne de mouvement y est dense). 
La premiére partie de cette equivalence repose sur la notion d’image de 
Bochner Y, d'une fonction presque-périodique f(x) de variable réelle. Voici 
la definition de cette notion. Y „est le sous-ensemble de l’espace de fonctions 
continues dont les points sont les fonctions f(z+t) où —co<t<-+oo. La 
fermeture Y f de Y, peut être decomposee en lignes disjointes, de la forme 
Y p» oń /* est une fonction presque-périodique. Ces lignes peuvent etre 
considerees comme des trajectoires d'un mouvement et on montre que Y f 
est un système transitif au sens de G. D. Birkhoff. D'ailleurs, on peut 


montrer sans peine que Y rest ınetriquement transitif, donc ergodique. 


(VII) SEANCES DES SECTIONS 251 


14.X.1938. Waraszkiewicz Z. La presque-periodicite de 
H. Bohr et la transitivite de G. D. Birkhoff (suite). 

Etant donnćs un espace M topologiquement homogene et un mouve- 
ment transitif dans M, il existe une fonction presque péricdique f(x) telle 
que Y „est homéomorphe à M, les images de Bochner qui font partie de Y, 
correspondant aux lignes de mouvement de M. En particulier, le nene 
des trajectoires en question est métriquement homogene. 

21.X.1938. Sierpinski W. Sur Vexistence d'une base dé- 
nombrable d'ensembles linéaires dénombrables [Fund. Math. 31 
(1938), p. 259 — 261). 

28.X.1938. Georgieff G. (Sofia). Sur une généralisation 
du théorème de Rolle. 

28.X.1938. Georgieff G. (Sofia). Remarque sur l’espace 
de Linfield. 

28.X.1938. Eilenberg S. On o-measures. 

Let 6? be a metric space. ô(£) will denote the diameter of SC. Given 
a function g(6)>0 defined for all EC and such that: 1° g(0)=0, 
20 p(6,)<qg(6,) if &C s we define for each XC & 

zk (X)=inf Y g (ŝi) 
i=1 
where X=¢,+6,+... is an arbitrary decomposition such that 6(6;)<1/n. 
The g-measure") of X is the limit (which may be infinite) 
L” (X) = lim IĄ(X). 
n—>09 


Let: X, be a fixed subset of @; o(x)— inf lx—ay|; S(r)=g—1(r). Gi- 


ven 6C& we define r,=infg(r) and r,= sup (x). Obviously 7,—7, < 4(¢) 


Tee Tec 
co Ty r, 
and | 9150 ar | ¢[8(r)- &)dr <p(E) | dr<g(&)6(&). Therefore putting 
r r 
s(6)=ę(6)8(6) we have 
(1) | ¢{S(r)-8]dr< W (8). 
0 
Theorem: 
(2) JL LS ir) dr< 1"). 
N) 
Proof. Let @=é7+8%+... be a sequence of decompositions such that 
(3) lim y y(r) = =L" (2), se) < 1/m. 
100 t 


1) Cf. F. Hausdorff, Math. Ann. 79 (1919), p. 157—179. 
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Then, according to the definition of L’, we have JL” [S(r)] 


<lım inf VS p(S(r)- si], and by Fatou’s lemma 
n->oo j=] 


oo 


[L*(S(r)]ar-<li 


1 


mint 3 | p[S(r)-Sf]dr 
m 1 +00 tl 0 

Using (1) and (3) we obtain (2). 

Remark. The functions g[S(r)-6] and L'IS (r)] need not to be measur- 
able. Nevertheless the integrals keep their meaning as upper integrals 
and the inequalities (1) and (3) hold. In fact putting 
| 0 for r<r, and 2 ale 
|p($) for n<r<rs, 
we have PES (r) -&]<d,(r) and | detrdr<w (8). The function d(r)= 

0 


de (r)= 


co 


= lim inf Ý den(r) can be attached with the same effect to L” [S(r)|. 
n=>oa 1=1 "I 


Let us define 
Pol0)=0, gló=1 if č+0, P+ (= Ph (8)6 (8). 
Clearly o„($)=[ó(5)]” for n=1,2,... The p -measure L(X)=LFn(X) 
is the n-dimensional measure !) of X C&X. We verify easily that LX) is the 


number of points of X when X is finite and oo if X is infinite. It follows 
from (3) that 


(i) J LIS (r)]dr LLOH (a), 
0 


(ii) LETD(W=0 (DDR) <oo) implies LW[S(r)]=02) (L [9(r)] <oo) 


for almost all r>0. 


18. XI.1938. Eilenberg S. On continua of finite length. 


Let «© be a metric separable space. Szpilrajn3) has proved that: 
dim &<n if and only if there is a space ©” homeomorphic to ŚĆ such that 
L'°+)(a)—0. The question arises which topological property of & is 
obtained replacing the condition L"TV(a8')=0 by the stronger condition 
L'a’) <00. We will discuss here the case n=l, assuming further that 
ÓĆ is a continuum. 

Given a function f(Æ) and a point ye /(60), let k(f:y)=n if f (y) is 
finite and contains exactly n points, k(f;y)=oo if f '(y) is infinite. Let 
(f) be the subset of f(&Æ) defined by the condition k(f;y)<oo. 


"zzz 


1) 8. Saks, Theory of the Integral, Monogr. Matem. 7 (1937), p. 53. 
2) See E. Szpilrajn, Fund. Math. 28 (1936), p. 84, th. 1. 
3) Fund. Math. 28 (1936), p. 81-89. 
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Theorem. For each continuum ¿E the following properties are equivalent: 
(A) there is a homeomorphic image ct’ of ŒX such that LPA) < o, 


(B) for each two closed sets X,,X,_&, X,-X,=0 there is a continuous 
function f defined on Œ such that 


(b,) O<f(x)<1,  f(w)==0 for zei, f(x)=1 for zeX;,, 
(ba) the set D(f) is non-enumerable. 


Proof. (A)>(B). We may admit that L")( a) < oo. Let us put e(z)= 

= inf |r—z9. It follows from the paper above [p. 252, (ii)] that g (y) 
XoE Xo 

is finite for almost all y>0. Choose t>0 such that o(x)>t if ze X,. 

Putting f(1)=min[1,o(x)/t], we obtain a function satisfying (b,) and such 

that @(f/) has the Lebesgue measure 1. 

(B) > (A). We admit that (B) is satisfied. A decomposition 
(1) C=F,+F,4+...4Fr 
will be called regular if each F; is a continuum and Fi. Fj is finite for 15 7. 
(C) For each e>0 there is a regular decomposition (1) such that d(F;)<e 

Gaal 72, «..,r). 

It follows from (B) that ® is regular in the sense of Menger!). This 
implies (C) almost immediately. 

(D) The condition (b,) of (B) may be replaced by the following: 

(b;) the Lebesgue measure |P(f)| of ©(f) is >0. 

In fact (f) being a non-enumerable Borel set there is a perfect set 
PC@(f). Let h be a homeomorphism transforming the interval I=[0, 1] 
into itself and such that: h(0)=0, h(1)=1 and |h(P)|>0. Putting f=hf 
we see that |$(f')|>0. 

(E) foreach pair of closed sets X, X, C, X,X,=0 there is a continuous 
function g defined on 6% such that: 

(e) 0<g(z)<1, g(x)=0 for zeX,, g(x)>0 for re X,, 


r 
(es)  8(9(Fi)) l for each regular decomposition (1). 
=] 
I) 
Let f be the function given by (D), and let g(z)= Fre: "dy. 
0 
For z e X, we have f(x) =0 and therefore g(z)=0. For ce X, we have 
1 
f(x)=1 and since kt) dy >0 we obtain g(x) >0. For each regular 


0 
decomposition (1) each of the sets f(F,) is a continuum. Let f(F,)=l[a,,b,). 
by 
where a,<b,. It follows that ölg(Fı))= | (k(f;y)] dy. 
a, 


1) Kurventheorie, \.eipzig-Berlin 1933, p. 96. 
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Let O=e)<c,<c,...<¢,=1 be a sequence containing all the points 
a,b, for i=1,2,...,r and let k; be the number of indices i for which 
[e ,e,,,)C[a,,b,]. It follows that 


s-1 JH 


(2) L'an Nr; [ ces "dy. 
= j= = u 
7 


The set F,-F,, being finite for i,+i,, we see that k,<k(f;y) for all, 
+! 
except a finite number of points yefc;,c,,,]. Hence k; | [k(f:y)] ‘dy = 
c; 
i 
< 04 Ch which implies (e,) because of (2). 

Construction of &’. Let: Ri, Rz... be a sequence of open sets for- 
ming a base for &; (Xi, Xi), (Xa ka); ... a sequence of all the couples X(=Rx, 
X'i=L—Rm, such that Xi. Xi=0; g! a function corresponding to (X, ZX!) 
according to (E). 

For each rece let «a = [g'(z),g?(x),...] be the corresponding point in 
the Hilbert cube I“ 1). 

The set @CI®% so defined is clearly a continuous image of &. For 
Zo” x, there is always an index n such that xçe Xg» z,=X7. Therefore by (e;): 
g”(19)=0, g”(x,)>0, which implies zg+ 2;. It follows that ść” is a homeo- 
morphic image of 60%. The distance in &’ being defined by the formula 


|qy— s= an lg" (29) —g”(z,) 2" it follows from (e,) that for each regular 
n=-1 
A 
decomposition (1) we hawe > WF’) - p Sanya (F))] <5 2—1—= 1. Ap- 
i=!) =; i- n=l 


plying (C) we deduce L')(a) <1, 


18. XI.1938. Kołodziejczyk S. Compte rendu du séjour 
à Edinbourg. 

2.X11.1938. Waraszkiewicz Z. Les groupes continus 
abeliens et compacts. 

L'auteur démontre qu’il y a une équivalence entre la notion de presque- 
periodicite de H. Bohr et celle de groupes continus abeliens et compacts. 
Cette equivalence repose sur les deux théorèmes suivants: 

1. Yp désignant l'image de Bochner d'une fonction presque-périodique 
(cf. 7. X. 1938, p. 250), la fermeture Yp peut être considérée comme un groupe 
continu et abelien. 

2. À chaque groupe continu abelien et compact © on peut faire corres- 
pondre (et d'une infinité de manières) une fonction presque-periodique f(x) 
telle que Yy, considérée comme un groupe, soit isomorphe a ©. 


1) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, rs Matem. 3 (1933), p. 79. 
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Ainsi, on obtient une geométrisation du phénomene de la presque- 
periodicité de la Théorie des fonctions. Ein poursuivant cette idee dans 
un champ plus vaste, on obtient une classe de fonctions de variable coın- 
plexe liee avec les groupes continus non-abeliens, les élements de cette 
classe présentant une géneralisation des fonctions automorphes. 


2.XII.1938. Kołodziejczyk 8S. Compte rendu du sejour 
en Italie. 


SECTION DE WILNO 


28.X1.1938. Kempisty S. Sur laire des surfaces continues 
[a paraître dans les Fundam. Math. 32]. 


Soit S la surface definie par les fonctions: 
cm x(u,v), y =y (u,v), e=glu;v), 


continues dans un carre () et y admettant presque partout des dérivees 
partielles. Supposons finie la limite superieure des aires des polyedres 
inscrits dans S, obtenus en divisant Q en triangles rectangles semi-reguliers. 
La dérivee de l’aire lebesguien de cette surface est presque partout egale a 


(1) kozi RZE Fat 
li c(u,v) (w, v) J(u, v) | | - 


Si Paire d’une face d'un poly&dre inscrit dans S est une fonction abso- 
lument continue de rectangle, l'aire de S est égale à l'intégrale lebesguienne 
de (1). 


CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 
MATHEMATICIENS POLONAIS A L'ÉTRANGER 


Les membres suivants de la Société ont pris part à la Réunion 
d Etudes sur les Fondements et la Methode dans les Sciences 
Mathématiques (organisée par l’Institut International de Coope- 
ration Intellectuelle) à Zürich de 6. XII. à 9. XII. 1938: 

Prof. Dr Lukasiewicz J. (Varsovie), Conférence intitulée: 
Die Logik und das Grundlagenproblem. 

Prof. Dr Mazurkiewicz S. (Varsovie). 

Prof. Dr Sierpiński W. (Varsovie). Confćrence intitulee: 
L’axiome du choix et Vhypothese du continu. 

Il est en outre a signaler le séjour a l’étranger, dans les 
buts scientifiques, de MM.: Prof. Dr Biernacki M., Dr Ko- 
zakiewicz W., Prof. Dr Krygowski Z. et Doc. Dr Mar- 
cinkiewicz J. a Paris, Dr Kac M. a Baltimore, Dr Seipelt 
Lidia a Berlin et Mgr Wrona W. a Amsterdam. 
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MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE 


Georgieff G. (Sofia) a Varsovie. Communications a la Sec- 
tion de Varsovie, sćance du 28. X. 1938, p. 251. 
Dr Offord A. C. (Cambridge) a Wilno. 


LIVRES ET PERIODIQUES PARUS 


Acta Arithmetica 3; (Warszawa 1938, Seminaire Mathema- 
tique de l’Université Libre de‘ Pologne, p. 131). Contient 8 tra- 
vaux de 6 auteurs. 

Fundamenta Mathematicae 31 (Warszawa 1938, Seminarium 
Matematyczne, Oczki 3, p. IV+320). Contient 30 travaux 
de 26 auteurs. 

Opuscula Mathematica 2 (Kraków 1938, Institut de Mathe- 
matiques de l’Ecole des Mines a Cracovie, p. 15). Contient 
5 travaux de 2 auteurs. 

Prace Matematyczno-Fizyczne 46 (Warszawa 1939, Societe 
des Sc. et des Lettres de Varsovie, p. VI+ 358). Contient 13 tra- 
vaux de 14 auteurs. 

Wiadomości Matematyczne 45 (Warszawa 1938, p. IV + 137), 
Contient 7 travaux de 7 auteurs. 

Wiadomości Matematyczne 46 (Warszawa 1939, p. IV + 160). 
Contient 7 travaux de 7 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adherent du Comite de VAca- 
demie Internationale d’Histoire des Sciences. Année 1937 (Wia- 
domości Matematyczne, Supplément au volume 44, Warszawa 
1938, p. II+ 178). Contient 8 travaux de 4 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adhérent du Comite de Il’ Aca- 
demie Internationale d Histoire des Sciences. Année 1938 (Wia- 
domości Matematyczne, Supplóment au volume 45, Warszawa 
1939, p. IV+-158). Contient 3 travaux de 2 auteurs. 

Bulletin du Groupe Polonais adhérent du Comité de VAca- 
demie Internationale d’Histoire des Sciences. Année 1938 (Wia- 
domości Matematyczne, Supplement au volume 46, Warszawa 
1939, p. II+138). Contient 3 travaux de 2 auteurs. 

Doc. Dr Saks S. et Prof. Dr Zygmund A. Funkcje Ana- 
lityezne (Monografie Matematyczne 10, Warszawa-Lwöw-Wilno 
1938, p. VI +431), en polonais. 
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Prof. Dr Plamitzer A. Geometria Rzutowa Układów Pła- 
skich 1 Powierzchni Stopnia Drugiego (Warszawa 1938, Komitet 
Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XVI+ 224), en 
polonais. 

Prof. Dr Weigel K. Geodezja ( Mierniciwo ) (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XI+ 
+468), en polonais. 

Prof. Żyliński E. Geometria Analityczna (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XI+ 386), 
en polonais. 

Prof. Dr Borsuk K. Ćwiczenia z Analizy Matematycznej 
(Komisja Wydawnicza Koła Matematyczno-Fizycznego Slu- 
chaczów U. J. P., Warszawa 1938, p. VII+ 174), lithographić, 
en polonais. 


ANALYSES 


S. Saks. Theory of the Integral (Second Revised Edition), 
English translation by L. C. Young, with two additional 
Notes by S. Banach, Monografie Matematyczne ©. Warszawa- 
Lwów 1937, p. VII+347. 


La premiere édition de ce livre a paru en français en 1933 (comme le 
volume 2 de la meme collection) et a ete vite épuisée. La nouvelle édition en 
differe notablement par l’ensemble des matieres traitees et par leur dispo- 
sition. I] y est tenu compte d’un grand nombre de résultats intéressants 
et importants obtenus au cours des dernieres années, et c’est la théorie 
de la mesure et de l'intégrale dans l’espace abstrait — et non pas dans 
l’espace euclidien (comme dans la premiere edition) — qui est choisie pour 
le point de départ de l’exposé. Cette disposition exige peut-être un peu 
plus d’effort de la part du débutant, mais présente plusieurs avantages: 
elle permet de traiter dans une méme conception, non seulement la théorie 
classique de Lebesgue, mais aussi d’autres théories analogues, ayant une 
grande importance dans différentes branches de I" Analyse (p. ex. la théorie 
de l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes, de l'intégration dans certains espaces 
A infinité de dimensions, de la longueur des ensembles, etc.). C’est aussi 
grace à cette disposition que le volume a augmenté de peu, bien que l'en- 
semble des questions qui y sont étudiées a subi un agrandissement con- 
sidérable. 

Voici le résumé des matières traitées. 

Dans le Chapitre I, l’auteur introduit la notion de mesure comme 
fonction d'ensemble non négative et complètement additive; au moyen 
de cette notion, il obtient (suivant le connu procédé de Lebesgue) la 
définition de l'intégrale dans l’espace abstrait. Bien que les hypothèses 
admises sur l’espace en question soient d'une grande généralité, l’intégrale 
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conserve la majoritć des proprićtes connues. Ainsi, on retrouve p. ex. le th. sur 
le changement de la variable (plus précisément, le th. sur le changement de la 
mesure) sous le signe d’integration, le th. de Fatou sur l’integration des 
suites de fonctions, le th. sur l’equivalence de la notion d'integrale inde- 
finie et de fonction d’ensemble absolument continue (Radon-Nikodym). 
Meme le th. fondamental de Fubini sur les intégrales multiples y est 
étendu aux espaces abstraits. 

Le Chapitre II est consacre a la theorie de la mesure de Caratheodory 
dans l’espace métrique. Nous retrouvous ici, entre autres, la démonstra- 
tion de la mesurabilité des ensembles de Borel et des ensembles A de Souslin. 

Dans le Chapitre III, l’auteur se borne principalement a l’espace eucli- 
dien a m dimensions Rm. En se basant sur les chapitres précédents, l’auteur 
y développe d'une façon détaillée la théorie de l'integrale de Lebesgue- 
Stieltjes. Dans le cas m=1, nous trouvons aussi le second théorème de 
la moyenne, ainsi que le theoreme sur l'intégration par parties. Notons 
aussi la généralisation d'un curieux critère de Plessner, qui permet de 
distinguer les fonctions absolument continues parmi les fonctions à va- 
riation bornee. 

Le Chapitre IV est consacré aux questions concernant la théorie de 
la differentiation des fonctions additives d'ensemble. On y trouve p.ex. 
le th. de Lebesgue sur la différentiation des fonctions à variation bornée, 
le th. de Fubini sur la différentiation des suites de fonctions, le th. de 
de la Vallée Poussin sur la décomposition des fonctions à variation 
bornée, quelques théorèmes intéressants de Ward sur la différentiation 
des fonctions d'intervalle et enfin la demonstration du th. suivant: si la 
fonction |f|(log*|f|)”" lest intégrable dans Rm, l'intégrale de la fonction f admet 
presque partout une dérivée forte, égale à f. En outre, on y trouve certains 
théorèmes sur la différentiation dans les espaces abstraits avec des applica- 
tions a la théorie de l’integrale dans le cube a infinité de dimension (Jessen). 

Le Chapitre V contient l’exposé de la notion d’aire d’une surface 
z= F(x,y), basé sur la notion d’intégrale de Burkill et sur celles introduites 
auparavant. Nous y trouvons les théorèmes de de Geócze, de Rado 
et le th. fondamental de Tonelli sur la representation de l’aire par 
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Le Chapitre VI est consacré à la théorie de Vintegrale de Perron, basee 
sur la notion de fonctions majorantes et minorantes, et de l’integrale de 
Perron-Stieltjes. Comme application, l’auteur y donne la demonstration 
du profond th. de Looman-Menchoff: u(z,y) et v(x,y) étant des fonctions 
continues des variables x et y, si Von a en tout point u =v, et u, = —v 
fonction u+ ww est holomorphe. 

Dans le Chapitre VII, l’auteur etudie en détails la notion de fonction 
a variation bornée généralisée (au sens étroit et au sens large) et démontre 
des théorémes sur la différentiation de ces fonctions (Denjoy, Lusin, 
Khintchine). 
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Ces résultats trouvent leur applications dans le Chapitre VIII, où 
sont exposées les théories constructive et descriptive des deux integrales 
de Denjoy (au sens étroit et au sens large) et où l’on trouve aussi le th. 
de Looman-Alexandroff sur l'ćquivalence de l'intégrale de Perron à celle 
de Denjoy au sens étroit. 

Le Chapitre IX, qui est consacre 4 la théorie de la differentiation 
des fonctions le plus genćrales d'une et de deux variables, traite des plu- 
sieurs questions différentes. On y trouve d'abord Ja démonstration de tres 
beaux (et recents) théorémes sur le contingent des ensembles de points; 
ce sont des generalisations ersentielles des théorémes concernant les tan- 
gentes aux courbes et aux surfaces. Comme application, l’auteur en dé- 
duit le th. fondamental de Denjoy sur les nombres dérivés. On y trouve 
aussi des theoremes sur la différentiation par rapport & une fonction ar- 
bitraire, une intéressante condition nécessaire et suffisante de Banach 
pour qu’une fonction d'une variable soit à variation bornée; une discussion 
de la signification de la condition N de Lusin pour la théorie de l’inte- 
gration, les théorémes sur la superposition des fonctions absolument con- 
tinues, le th. de Khintchine sur la différentiation approximative, et enfin 
les théorémes sur la différentielle totale (ordinaire et approximative) des 
fonctions de deux variables. 

L’Annexe contient deux notes de Banach (sur la mesure de Haar 
et sur l’intögrale de Lebesgue dans les espaces abstraits). 

Le volume se termine par une Bibliographie trés détaillée. 

A cótć de la richesse du contenu, le livre se distingue par l’exposition 
tres soigneuse au point de vue didactique. Mais sa valeur réside avant 
tout dans l’originalite non seulement en ce qui concerne les sujets qui ont 
trouvé pour la premiére fois leur exposé méthodique dans ce livre, mais 
aussi dans le facon de traiter les résultats connus depuis longtemps: par- 
tout l’auteur apporte quelque chose de très beau et très personnel. Le 
lecteur qui connait par ailleurs le sujet du livre, s'en apercoit aussitöt, 
surtout en lisant les démonstrations dont beaucoup sont tout à fait nouvelles. 

Le livre de M. Saks est un manuel excellent pour ceux qui désirent 
étudier d’une facon plus approfondie la théorie métrique des fonctions de 
variable réelle. A. Zygmund. 


S. Saks i A. Zygmund, Funkcje analityczne, Wykłady 
uniwersyteckie (Fonctions analytiques, Cours universitaire), Mo- 
nografie Matematyczne 10, Warszawa—Lwéw—Wilno 1938, 
p. VIII+432, en polonais. 

Ce cours de la Théorie des Fonctions Analytiques s’éloigne de considé- 
rablement de la méthode traditionnelle, où l’on s'appuyait sur les éléments 
topologiques sans les exposer toutefois avec une précision nócessaire, ou bien, 
on suivait Weierstrass, n’employant que des moyens purement analytiques. 
La premiere de ces méthodes cause souvent des ennuis aux lecteurs (sur- 
tout aux débutants), tandis que la seconde dissimule parfois le vrai sens 
intuitif des raisonnements. 

Rocznik Fol. Tow. Matem. T. XVII. 18 
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Les auteurs ont choisi une autre voie: „sans renoncer à l’applie.tion 
de l’appareil de la Géométrie et de la Théorie des Ensembles, ils ont ce- 
pendant cherché de le limiter de façon qu’il puisse être établi et precise 
sans causer de difficultés au débutant“ (Preface, p. IV). 

Cette idée principale des auteurs à eu pour effet l’ordre de la filiation 
des théorèmes assez différent de celui qu’on rencontre d'habitude. Ainsi 
p.ex. le théorème de Cauchy sur l'intégrale le long d'un contour n'est 
prouvé d’abord que pour les rectangles (Ch. II) et généralise plus tard 
(Ch. IV), apres la demonstration du théorème de Runge. 

Il y a d’autres points du cours où les auteurs abandonnent fort heu- 
reusement les méthodes traditionnelles: p. ex. les éléments analytiques 
y sont définis comme les fonctions meromorpbes (et non pas comme des 
séries entières); grâce à cela il ne faut plus ajouter les pôles. 

Les théorèmes, énoncés toujours tres rigoureusement, sont accompagnées 
d'une caractérisation de leur rôle dans la théorie; les demonstrations de- 
taillées sont souvent precedees par des explications importantes concernant 
leur idée directrice (comme p.ex. le théorème de Runge, p. 166, le théo- 
réme de Riemann, p. 222). C'est ainsi que les auteurs ont reussi d’associer 
a la valeur scientifique de leur expose, de grandes valeurs intuitives. 

L’appareil auxiliaire de la Théorie des Ensembles est succintement 
exposé dans une Introduction de 42 pages. Beaucoup de lecteurs s'en ser- 
viront simplement comme d’une enumeration explicite — et tres commode — 
des notions et des theoremes topologiques qui interviennent dans la suite. 

Le livre contient pres de 400 exercices. Il y a parmi eux des exemples 
et des théorèmes classiques (le théorème de Gauss sur les racines de la dê- 
rivée d’un polynôme, le théoreme de Hadamard-Ostrowski sur les 
séries lacunaires, etc.) ainsi que des résultats plus récents (le theoreme de 
Morera-Carleman, un theoreme de Mazurkiewicz sur le domaine 
d’une fonction holomorphe etc.). 

Les auteurs y donnent aussi de nombreuses indications concernant 
les problèmes moins elementuires dont ils ne purent pas tenir compte 
dans le texte (p.ex. le theoreme de l’uniformisation, certaines questions 
concernant la representation conforme, l’hypothese de Riemann sur les 
racines de la fonction ¢(8) etc.); ces indications peuvent être utiles au lecteur 
comme point de depart pour ses etudes ulterieures. 

Parmi les principaux sujets traites dans le cours, il se trouvent des 
questions qui, d’habitude, ne sont pas mentionnees dans les manuels (p. ex. 
la definition analytique de la connexité multiple, etc.) et qui sont expo- 
sees d’une facon tout-a-fait originale. 

Voici un bref resume du livre. 

Introduction: Theorie des Ensembles. Ensembles. Espaces topologiques. 
Le plan ouvert (le plan au sens ordinaire) et le plan de Gauss (le plan com- 
prenant le point à linfini), les deux traités comme des espaces topologi- 
ques. Tous les théorèmes sur les domaines, les réseaux et les courbes qui 
seront appliques dans la suite. 
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Ch. I. Fonctions d'une variable complexe. Continuité, convergence uni- 
forme et régulière, Familles normales. Derivee et différentielle totale. 
Fonctions élémentaires. Les branches du logarithme et de la puissance 
d'une fonction. L’angle et les transformations qui conservent les angles. 
Inteyrale curviligne. 

Ch. II. Fonctions holonorphes. Relations entre la fonction primitive 
et l'intégrale le long d'une courbe. Théorème et formule de Cauchy (pour 
un rectangle et pour un systeme de rectangles). Théorémes de Liouville, 
Weierstrass. Stieltjes-Osrood et Morera. „Spiegelungsprinzip* de Schwarz. 

Ch. III. Fonctions meromorphes. les series de Taylor et de MacLaurin. 
Théorème d’Abel. Points singuliers. Théorème de Casorati-Weierstrass. 
Fonctions meromorphes et rationnelles. Residus. Theorémes de Rouché 
et de Hurwitz. Différentes propriétés des fonctions méromorphes et des 
transformations qu'elles effectuent. Définitions et théorèmes préparatifs 
sur les fonctions de deux variables. 

Ch. IV. Méthodes géométriques élémentaires de la theorie des fonctions. 
Théorème de Runge (traité d'une façon très claire et précise; en parti- 
culier la discussion détaillée de la translation des pôles). Théorème de 
Cauchy pour les domaines simplement connexes. Formule de Jensen-Ne- 
vanlinna. Accroissement du logarithme le long d'une courbe. Index d'un 
point par rapport à une courhe. Méthode des résidus. Fonctions de deux va- 
riables. Applications topologiques: theoreme de Jordan pour polygones, 
définition analytique de la connexité multiple. 

Ch. V. Représentation conforme. Transformations homographiques et 
conformes. Facteurs de Blaschke. Lemme de Schwarz. Théorème de Rie- 
mann (avec la démonstration d’après Carathéodory-Fejér-Riesz). ,, Verzer- 
rungssatz“ de Koebe et théorème de Radó. Formules de Schwarz-Christoffel. 

Ch. VI. Fonctions analytiques. Element analytique, prolongement 
analytique, fonction analytique et ses points critiques. Théorèmes sur lin- 
version d'une fonction analytique, sur la monodromie, de Poincareé- Volterra, 
sur les fonctions algćbriques. Notion de surface de Riemann. 

Ch. VII. Fonctions entieres. Fonctions meromorphes dans tout le plan 
ouvert. Theoremes classiques sur la reprćsentation des fonctions (de 
Weierstrass et Mittag-Leffler, méthode de Cauchy) avec de nombreux 
exemples. Théoreme sur l’ordre d’une fonction entiere (Borel, Hadamard). 
Théorèmes de Picard, Schottky, Montel, Landau. Directions de Julia. 

Ch. VIII. Fonctions elliptiques. Définitions et théorèmes sur les fonc- 
tions périodiques et elliptiques. Fonctions spéciales: p, £, o, fonction mo- 
dulaire, et leurs applications (représentations des fonctions elliptiques). 
Integrales elliptiques. 

Ch. IX. Fonctions T(s) et €(s). Séries de Dirichlet. Propriétés fonda- 
mentales des fonctions T'(s), B(p,q) (formules de Legendre, Hankel, Stir- 
ling) et (s) (l'équation fonctionnelle, les racines). Séries de Dirichlet: 
convergence dans le demi-plan, représentation des fonctions holomorphes 
dans le demi-plan par les séries de Dirichlet, etc. 


18* 
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Le livre de MM. Saks et Zygmund constitue un veritable progres 
dans la littérature de la Théorie des Fonctions, tant grace a sa méthode 
qu’a sa forme. Il est à souhaiter que cet excellent Cours, tout-à-fait mo- 
derne, soit traduit en une des langues „internationales*. 

Z. Charzynski et E. Szpilrajn. 


Eustachy Żyliński, Geometria Analityczna. Komitet Wy- 
dawniczy Podręczników Akademickich przy Ministerstwie Wy- 
znań Religijnych i Oświecenia Publicznego, Warszawa 1938, 
p. XI+386, en polonais. 


C'est un précis de la géométrie analytique, adapte a peu près aux 
programmes des premiéres années d’études aux universités polonaises. 
L'auteur ne considère (sauf dans une annexe à la fin du livre) que les es- 
paces euclidiens et projectifs réels de dimension <3 (le cas du plan et celui 
de l’espace a trois dimensions étant traités simultanément). Il se borne 
a la géométrie analytique élémentaire, en évitant methodiquement tout 
raisonnement basć sur la notion de limite ou de continuité. Ce soin d'etre 
compris par le debutant ne l’emp&che pas d'approfondir le sujet traité. 

L'ouvrage se compose d'une Introduction (contenant les notions les 
plus élémentaires de la théorie des vecteurs), de 15 Chapitres et de 6 Anne- 
xes. Dans le Chapitre I, l’auteur introduit les coordonnées (avant tout 
cartesiennes rectangulaires et obliques) de points et de vecteurs, avec les 
formules concernant leurs transformations. Apres quelques considérations 
générales et tout a fait élémentaires, qui concernent la notion d’équation 
de figure géométrique et qui occupent le Chapitre If, l’auteur passe, dans 
le Chapitre III, a l'exposé méthodique de la théorie des droites et des plans. 
Les propriétés de la circonférence et de la sphère constituent le sujet du 
Chapitre IV. Le Chapitre V contient une introduction synthétique a la 
théorie des côniques et la détermination de leurs équations dans les coor- 
données poluires et cartésiennes. Dans le Chapitre VI, on trouve une clas- 
sification exacte des courbes du second degre. L'auteur y utilise la théorie 
des matrices et des formes quadratiques, dont l’expose plus détaillé se 
trouve dans les annexes. L'étude sommaire des côniques constitue le Cha- 
pitre VII et les propriétés spéciales de l’ellipse, de l’hyperbole et de la 
parabole forment le sujet du Chapitre VIII. Le Chapitre IX contient la clas- 
sification des surfaces du second degré. Les résultats en sont recueillis en 
une table. Les Chapitres X et XI contiennent l’étude sommaire des qua- 
driques et des propriétés spéciales des cônes, cylindres, ellipsoider, hyper- 
boloïdes et paraboloïdes. ‘Toutes ces récherches concernent le plan ou 
l’espace euclidien sans points dans l’infini. Ces derniers points sont intro- 
duits dans le Chapitre XII, qui contient en outre la théorie des coordonnées 
homogènes et une introduction aux notions de la géométrie projective 
(faisceaux de droites et de plans, théorème de Desargues, côniques dans 
le plan projectif etc.). Le rapport anharmonique et ses applications (p.ex. 
à la théorie des polaires) constituent le sujet du Chapitre XIII. L'étude 
des propriétés du plan projectif est complétée par le Chapitre XIV. On 
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y trouve la definition des coordonnées projectives et leurs application 
a la théorie des cóniques, les thćorómes de Pascal et de Brianchon et 
le principe de dualité. Enfin, le Chapitre XV constitue une introduction 
à la théorie des transformations géométriques. En commençant par la 
définition des transformations biunivoques générales d’un ensemble, l’auteur 
8’ y occupe successivement des transformations projectives, affines, homo- 
thétiques et isométriques de la droite et du plan projectifs. I] détermine 
les invariants caractéristiques de ces transformations, ce qui lui permet 
de faire connaître au lecteur la classification moderne des géométries comme 
des théories des invariants de certaines classes de transformations (le 
célèbre „Programme ad Erlangen“ de F. Klein). 

Les cing premiéres Annexes contiennent les notions et les théorémes de 
l’algebre, qui sont indispensables pour la lecture du texte. Dans la première 
de ces annexes, l’auteur donne quelques notions sur les matrices, dans la 
deuxiéme — la théorie des déterminants, la troisióme est consacrée a la 
thóorie des équations linéaires, la quatrióme a quelques propriétés des 
matrices orthogonales et symetriques, et la cinquiéme traite des formes 
quadratiques et des polynömes du second degré. Enfin, la sixième annexe 
contient une courte introduction 4 la théorie des espaces euclidiens com- 
plexes et a la géométrie des espaces enclidiens à un nombre arbitraire de 
dimensions. K. Borsuk. 


H. Steinhaus, Mathematical Snapshots (G. E. Stechert 
& Co., New York 1938). 136 pages; 180 figures, anaglyphes 
et cartes colorćes dans le texte; 4 modeles, 1 jeu de 32 cartes 
avec 4 desseins animés et 1 paire de lunettes rouges-vertes 
hors texte. 


H. Steinhaus, Kalejdoskop Matematyczny (Książnica Atlas, 
Lwów-Warszawa 1938). Edition jumelle a texte polonais. 


Opuscule destine pour des laiques, remarquable par sa méthode de 
vulgarisation scientifique et sa technique de publication. I. auteur procède 
par un choix trés recherché des véritables curiosités mathématiques et 
par des moyens parfois nouveaux et ingénieux de les étaler, toutes ma- 
terialisées, devant le lecteur. Tel est p.ex. le modèle du dodécaedre ré- 
gulier en deux piéces de carton: sorti de sa pochette, faite dans la reliure 
du livre, il se redresse par la contraction d’un élastic circulaire qui tend 
automatiquement a en occuper l'équateur. 

Ayant frappe limagination du lecteur, l'auteur eveille ses facultés 
de deduction par des textes très brefs et rigoureux qui expliquent les 
illustrations: souvent ils contiennent en germe les réponses aux questiona 
qui peuvent surgir dans l'esprit du lecteur intelligent. 

Parmi les matières choisies, pour la plupart bien connues des mathe- 
maticiens, on trouve quelque fait très récent ou même nouveau. Elles 
relèvent de la théorie des nombres et de l’algèbre (nombres de Fibonacci, 
triangle de Pascal, problèmes combinatoires, jeux, réseaux, parquetages, 
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en particulier lelćgante application du nid d'abeille au systeme électoral 
proportionnel), des góomótries euclidienne, analytique et projective (de- 
compositions du triangle et du carré, echelle logarithmique, le longimetre 
de Steinhaus, les cóniques, polyèdres réguliers, perspective, theoreme de 
Pohlke etc.), de la topologie (les ponts de Konigsberg, le probleme des 
4 couleurs, la construction d'une courbe péanienne remplissant le carre 
d’aprés Sierpinski, surfaces unilatérales, surfaces bilatérales a bord faisant 
noeud, enlacements), du calcul des variations (probleme de Plateau), de 
la mécanique rationnelle (theoreme de Copernic sur le cercle roulant dans 
un autre de rayon double, chute sur une cycloide, flotteurs equilibres d' Auer- 
bach etc.), des probabilitćs (loi de Gauss) et des applications (nomographie, 
harmonie musicale, crystallographie, statistique etc.). Les remarques finales 
renseignent Je lecteur sur l’origine ou les sources bibliographiques des 
sujets traités. B. Knaster. 
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